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A Solveig

Viendras-tu?

Es-tu loin encore?

Prends ton temps.

Je sais que ton fardeau est lourd.
Je t’attends, je te l'ai promis.

Henrik Ibsen, Peer Gynt, Acte V, scéne 5
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Abstract

We give four contributions to the study of L-functions of modular forms. First, we
prove that the Jacobian of a modular curve has a simple quotient of great dimension and
rank 0 and a simple quotient of great dimension and great rank. In a second contribution
we prove the 1-level density conjecture for new families of modular L-functions. Then,
we study the distribution of the value at 1 of the L-function of the symetric square
of a modular form. Finally, we give, in collaboration with F. Martin, a criteria for the
determination of modular forms by the special values of their L-functions.
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Preéface

Ce travail propose quatre contributions a 1’étude des fonctions L de formes modu-
laires. Les méthodes utilisées sont celles de la théorie analytique des nombres et les
visées sont algébriques ou géométriques.

Les deux premiers chapitres donnent un survol rapide de la théorie des formes mo-
dulaires de poids entier et des fonctions L qui sont associées a ces formes. Ils établissent
les résultats nécessaires aux chapitres suivants et mettent en place les problématiques.

Le troisieme chapitre porte sur ’étude du rang des facteurs des variétés jacobiennes
« privilégiées » dans le monde des formes modulaires, les variétés Jo(N). Les résultats
de ce chapitre sont parus au Bulletin de la Société mathématique de France [Roy00]. On
montre qu’il existe des facteurs simples de Jo(IN) de grande dimension, et on quantifie
cette assertion. On montre qu’on peut imposer a ces facteurs d’étre de rang nul ou égal a
la dimension.

Le quatriéme chapitre étudie la répartition des petits zéros des fonctions L de formes
modulaires. On teste une conjecture récente de Katz et Sarnak qui relie la répartition
des petits zéros de fonctions L de formes modulaires a la répartition des valeurs propres
de matrices unitaires. On prouve un théoreme qui étaie cette conjecture. Les résultats
sont a paraitre a Acta Arithmetica [Roy01Db].

Le cinquieme chapitre détermine les moments, positifs et négatifs d’une fonction
attachée aux formes modulaires : la valeur au bord de la bande critique de la fonction
L de leur carré symétrique (ce nombre est directement relié a la norme de Petersson
des formes modulaires). On donne des estimations précises des moments positifs. Les
résultats sont a paraitre a Mathematische Annalen [Roy0lc].

Enfin, le dernier chapitre présente un travail effectué en collaboration avec Francois
Martin [MRO1]. On détermine le nombre de valeurs qu’il suffit de connaitre de séries L
attachées a une forme modulaire pour caractériser cette forme modulaire.

On donne maintenant une présentation rapide des résultats. Si N est un entier et k un
entier pair, tous deux strictement positifs, S(k, N) est I’espace des formes paraboliques de
poids k sur le sous-groupe de congruence I(N) = [(? Z) ; (a,b,c,d) € 74 ad—bc=1, Nlc}.
Les éléments de S(k, N) sont les fonctions holomorphes sur le demi-plan de Poincaré
vérifiant,

1. f(““b) = (cz+d)* f(z) pour toute (‘; 2) de I3(N);

cz+d

2. z+ (Imz)¥?|f (2)| est bornée.

Une telle forme admet un développement de Fourier de la forme

f(z) = Zf(n)exp(Zinnz).
n=1

Si N = LM avec L et M entiers, et si f est une forme de S(k, M), la fonction z +— f(Lz)
appartient a S(k,N). Cette remarque permet de distinguer les formes nouvelles de
S(k,N) comme étant celles ne « provenant pas de niveau inférieur » par ce procédé
(on définit cette notion plus précisément au §1.3). Pour chaque entier #n > 0 on définit



un opérateur, dit de Hecke, de S(k, N) dans lui-méme. On montre alors qu’il existe
une base orthogonale B(N) de I'espace des formes nouvelles de S(k, N) composée de
vecteurs propres de tous les opérateurs de Hecke et dont le premier coefficient de
Fourier est 1. A chaque forme f de B(N), on associe une fonction L définie par L(f,s) =
+00

to f(m)n=s~k=1/2_Si N est sans facteur carré, on associe aussi & f une fonction L de

carré symétrique définie par L(sym?f,s) = CN)(25) Y 1) F(n2)ynsk+1,

Voici maintenant 1’énoncé des résultats originaux présentés dans cette these.

Chapitre 3 Pour N > 1, ayant éventuellement des facteurs carrés, soit /§°"(N) la partie

nouvelle de la jacobienne de la surface de Riemann compacte X,(NN), quotient par Iy(N)
du demi-plan de Poincaré complété. Comme conséquence d’un théoréme d’équiréparti-
tion des valeurs propres d’opérateurs de Hecke, Serre a montré que la plus grande des
dimensions des facteurs Q-simples de J§°*(N) tend vers +co lorsque N tend vers +co
[Ser97, théoréme 7]. Dans un premier temps on rend effectif ce théoréeme d’équiréparti-
tion grace a un calcul de discrépance. On déduit alors une version plus forte du résultat

de Serre :

THEOREME 1

Soit p un nombre premier. Il existe une constante Cp ne dépendant que de p, strictement
positive, et un entier Np ne dépendant que de p tels que pour tout entier N > Np, non
divisible par p, il existe un facteur Q-simple, X, de la variété ] (N) dont la dimension
vérifie la minoration suivante :

dimX > Cp VinInN.
new

On sait, grace a Shimura, interpréter la dimension des facteurs Q-simples de J;"(N)
en termes de degré des corps de rationalité de formes primitives de poids 2 sur Iy(N).
En particulier la plus grande des dimensions des facteurs Q3-simples est donnée par le
plus grand degré de ces corps de rationalité. Si on fixe un entier premier p ne divisant
pas N, le degré du corps de rationalité associé a une forme f primitive relativement a
N est minoré par le degré de l’extension sur () engendrée par le p-iéme coefficient de

Fourier de f : (Q(]/’\(p)) Notre stratégie va donc consister a minorer le degré sur @) des

f(p). Utilisant des techniques standard d’approximation des fonctions caractéristiques
d’intervalles par des séries de Fourier, on estime la taille minimale que doit avoir un
intervalle pour contenir au moins un f(p)/4/p quand f parcourt B(N). Pour cela, on a

besoin d’une formule de trace, c’est-a-dire d’une moyenne des ]?(p”)/\/ﬁ calculée pour
tout entier n avec le poids naturel 1/cardB(N). Pour un tel poids, la formule de trace
adéquate est celle d’Eichler-Selberg qu’on exprime en s’inspirant de Brumer.

Par des calculs de discrépance de sous-suites de valeurs propres d’opérateurs de
Hecke associées a des formes primitives de poids 2 sur Ij(N) nannulant pas leur fonction
L au point 1/2 et en utilisant de récents développements de 1’étude de ces fonctions L
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de formes modulaires, on renforce le théoréme précédent en étudiant la dimension de
facteurs QQ-simples dont le rang (au sens algébrique de Mordell-Weil) est fixé égal a 0.

THEOREME 2

Soit p un nombre premier. Il existe une constante Cp ne dépendant que de p, strictement
positive, et un entier Np ne dépendant que de p tels que pour tout entier N > Np, non
divisible par p, il existe un facteur Q-simple, X, de la variété J§*"(N) de rang nul et dont
la dimension vérifie la minoration suivante :

dimX > Cp VinlnN.

Comme précédemment, les facteurs Q-simples de J3(N) sont caractérisés par les

corps de rationalité des formes f de B(N). Mais, si on veut se restreindre aux facteurs
Q-simples de rang 0, on doit aussi se restreindre aux corps de rationalité associés a des
formes primitives dont la fonction L est d’ordre 0 au point 1/2. (On utilise de récents
travaux de Kolyvagin-Logachev et Gross-Zagier qui prouvent la conjecture de Birch et
Swinnerton-Dyer pour les fonctions L d’ordre 0 au point critique). La stratégie de la
preuve est donc celle du théoreme 1, a la nuance pres qu’il faut trouver une formule de
trace ou la sommation ne se fait plus sur toutes les formes de B(N) mais sur celles dont
la fonction L ne s’annule pas en 1/2. Cette formule est obtenue en insérant un facteur
L(f, %) au poids naturel. On utilise la positivité de L (f, %) pour calculer une discrépance

a partir de cette formule de trace tordue calculée, quant a elle, en exprimant L(f, %)
comme série rapidement convergente, de maniere a se ramener a une formule de type
Eichler-Selberg.

Enfin des calculs de discrépance de méme nature faisant intervenir la dérivée des
fonctions L de formes modulaires permettent 1’étude de facteurs (3-simples dont le rang
et la dimension sont égaux. On prouve notamment qu’inconditionnellement il existe de
tels facteurs dont le rang et la dimension deviennent simultanément arbitrairement
grands.

THEOREME 3
Soit p un nombre premier. Il existe une constante Cp ne dépendant que de p, strictement
positive, et un entier Np ne dépendant que de p tels que pour tout entier N > Np, non
divisible par p, il existe un facteur Q-simple, X, de la variété J§*"(N) dont la dimension
et le rang vérifient :

rangX =dimX > C,VinInN.

Ce théoreme est de nouveau obtenu en utilisant les travaux récents de Kolyvagin-
Logachev et Gross-Zagier sur la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer vraie pour les
fonctions L d’ordre 1 au point critique. Il faut trouver une formule de trace ou la somme
se fait sur les formes de B(N) dont la fonction L est d’ordre 1 en 1/2. Il faut donc trouver
un systeme de poids détectant les fonctions L s’annulant a l'ordre 1 en s = % et assez
sophistiqué pour étre compatible avec la formule de trace. Ceci se fait grace a I'insertion

du facteur : —
s

p? " orer
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Chapitre 4 Récemment, Katz et Sarnak [KS99a] ont étudié la répartition des zéros
de certaines familles de fonctions L sur la droite critique. Ils ont tiré de cette étude
une conjecture — appelée conjecture de densité — reliant la répartition de ces zéros
a la répartition des valeurs propres de groupes de symétrie. Iwaniec, Luo et Sarnak
[ILS00] ont éprouvé la solidité de cette conjecture en montrant qu’elle est satisfaite (en
admettant I’hypotheése de Riemann généralisée) pour les petits zéros des fonctions L
des formes modulaires. On montre ici que la conjecture reste valable en considérant
des sous-familles des familles considérées par Iwaniec, Luo et Sarnak caractérisées
par les valeurs propres d’opérateurs d’Atkin-Lehner. Nos résultats sont donc un test
supplémentaire renforcant la conjecture de densité.

Soit F = (F(Q)) un ensemble d’ensembles disjoints de formes modulaires indexé

par un paramétre Q. A chaque forme f d’un ensemble F(Q) est associé un réel cq
appelé conducteur de f et ne dépendant que de la famille F(Q) contenant f. Les zéros
non triviaux de la fonction L d’une forme f € F(Q) sont notés % +iys. Puisqu'on admet
’hypothese de Riemann généralisée, on a ¢ € R. On introduit un opérateur de comptage

de ces zéros
D(f,$) = z¢(§—gm)
Yf

ou ¢ est une fonction de la classe de Schwartz S (R) de transformée de Fourier a support
compact. La conjecture de densité prédit, pour certaines familles F, ’existence d’une
distribution W(F) telle que

1 )
lim WM%D“'@ - [ sowmmar

La conjecture affirme de plus que cette fonction W(F) est la fonction de densité des
valeurs propres (correctement normalisées) d’un groupe de symétrie.

On fixe un entier strictement positif £ et € = (¢,...,&;) un vecteur de {—1,1}¢. Pour
tout entier sans facteur carré N = p;---p, ayant ¢ facteurs premiers p; < --- < py on
introduit le sous-ensemble des formes primitives de poids k et de niveau N défini par

BE(N) ={f € BIN); W, f =&if, 1<i <]

ou W,, est 'opérateur d’Atkin-Lehner associé a p;. L'opérateur de comptage associé a
une forme f € B¥(N) est ainsi

TR W EANEN)
Vf

ou 3 + iy décrit les zéros non triviaux de L(f,s). Pour établir le lien avec ce qui précede,
on voit que Q décrit 'ensemble des entiers sans facteur carré ayant exactement ¢ facteurs
premiers. Pour une fonction X de Bé(N) dans C on définit la moyenne harmonique de
X par

MEX)= ) wn(fX(f)

fEBE(N)
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ou wy(f) est le poids harmonique classique dans cette théorie (il est défini au paragraphe
1.7.1). On prouve alors le

THEOREME 4

Soit k et { des entiers strictement positifs fixés avec k pair. Soit ¥ un réel vérifiant
0 < x < 1/¢. U'hypothése de Riemann est supposée vraie pour les fonctions L de Dirichlet
et pour les fonctions L associées aux formes primitives de poids k. Soit € = (€1,...,&y)
un vecteur de {-1,1}¢. Soit ¢ une fonction paire de S (R) de transformée de Fourier a
support compact dans |- 2,2[. On considére une suite d’entiers N sans facteur carré
ayant exactement { facteurs premiers py,...,py tels que N <p; <---<py. Alors on a

N—>oco

lim %((1’)4))) = J_Z W(x)p(x)dx

ou W est définie par :

siikey e, =1 alors
sin(27x)
W(X) =1+ W
siikey .-, = -1 alors
sin(27x)
W(X) =1- W + 60(3(')

ol 0g est la distribution de Dirac en 0.

REMARQUE Si f € BE(N) alors i¥e; --- &/ est le signe de 1’équation fonctionnelle de L(f,s).
Selon que cette valeur vaut 1 ou —1 on dit que f est paire ou impaire. Le théoreme
montre que la distribution moyenne des petits zéros n’est gouvernée que par le signe
de I’équation fonctionnelle et non par les signes des différentes composantes d’Atkin-
Lehner. Cela confirme — au moins dans le domaine |- 2, 2[ des petits zéros — la robustesse
de la conjecture de densité.

Ce résultat généralise le résultat suivant d a Iwaniec, Luo et Sarnak qui considé-
raient les espaces

B*(N) ={f € BIN); Wy f = i*f}
et

B~(N)={f e BIN); Wy f = —i*f]
et obtenaient
THEOREME 5 (THEOREM 1.1 DE [ILS00])

Fixons ¢ € S(R) de transformée de Fourier & support compact dans | — 2,2[. Alors,
lorsque N parcourt les entiers sans facteur carré

o e .
Jim ot Y )D(f,¢):f_m¢(x)w (x)ds

feBE(N
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avec .
W*(x)=1+ sin(27x)
21ix
et in(2 )
sin(27x
W™ (x) =1 - ——=+9p(x).
(x) e TO0(%)

Notre méthode consiste a exprimer les sommes sur B¥(N) en sommes sur B(N) grace
a l'introduction de facteurs s’annulant pour les formes n’ayant pas les valeurs propres
d’Atkin-Lehner recherchées. Apres avoir exprimé ces valeurs propres d’Atkin-Lehner en
termes de valeurs propres de Hecke, on est ramené a évaluer des formules de trace sur
les formes primitives. Pour cela on utilise une formule de trace sur les formes primitives
(de type Petersson) due a Iwaniec, Luo et Sarnak. On commence par montrer que la
contribution des formes anciennes est négligeable si on suppose que le plus petit facteur
premier du niveau croit assez vite. L'estimation de la contribution des formes nouvelles
se fait par une évaluation de sommes de sommes de Kloosterman. C’est cette estimation
qui requiert I’hypothese de Riemann des séries L de Dirichlet.

On calculera rapidement la contribution des formes anciennes (c’est le seul endroit
ou sera nécessaire I’hypotheése de Riemann pour les fonctions L de formes primitives)
puis, plus précisément celles des formes nouvelles. On pourra finalement établir un pas
vers la conjecture de densité.

Chapitre 5 Soit « un réel, 0 < x <1 et NV I'ensemble des entiers sans facteur carré N de
plus petit facteur premier p;(N) > N*. On étudie la variable aléatoire qui associe a une
forme f de B(N) la valeur en 1 de la fonction L associée au carré symétrique de f, soit
L(sym?,1) : B(N) — R
fooe Lisym*f,1)
lorsque N parcourt . On montre que ces variables aléatoires admettent une variable
aléatoire limite L(sym?, 1), dont on calcule les moments dans le

THEOREME 6
Soit n > 1 un entier. Soit

M,(N) = —— Z L(sym?f,1)" 1,
feB(N)
Alors, lorsque N parcourt N il existe un réel M,, tel que

lim M,(N) = M,.

N—oo

On définit pour tout b € N" ['ensemble

by b 2
gn(b) = {d ENn_l;dil(#,bﬂ_l) y 1 < 1 < 11—1}
ie
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puis pour toutr > 1 entier

beN" de€&,(b)
detb=r detd=detb

On a alors

Mn — C(z)n—l Z mn(r)‘

r=

—

La variable aléatoire L(symz, 1) admet lorsque N parcourt N une variable aléatoire
limite L(sym?,1),, dont le moment d’ordre n—1 est M,,. En particulier, 'espérance de
L(sym?,1),, est

E[L(sym® 1)) = C(2)°

et sa variance

Var[L(sym?,1)] = c(2)4[— - 1] ~ 6,908.

Dans cet énoncé, et dans toute la suite, les lettres grasses telles que «, B, ¥, b,
d... désignent des vecteurs. Leurs coordonnées seront numérotées en indice, ainsi a =
(ay,...,a,). Le déterminant — noté det — d’un vecteur est le produit de ses coordonnées,
ainsi deta = a;---a,,. La trace — notée tr — d’un vecteur désigne la somme de ses
coordonnées, ainsi tra = a; + --- + a,,. Le produit de deux vecteurs est le vecteur de
méme dimension obtenu en multipliant entre elles les coordonnées de méme indice,
ainsi @B = (a1 B1,..., &y pPm)- Enfin, on a fait les conventions N° = {1}, & (b) = {1} et
dl ce d() =1.

La preuve utilise crucialement le fait, prouvé par Gelbart et Jacquet, que la fonction
L(sym?f,s) est la fonction L d’une forme automorphe de GLj; et la théorie de la convolu-
tion de Rankin-Selberg pour ce groupe. Par des techniques dérivées du grand crible et
utilisées par Luo et Kowalski-Michel, on exprime L(sym?f,1) comme un polynéme de
Dirichlet court en moyenne. Ce résultat est analogue et a été inspiré par les travaux de
Luo [Luo99] dans le cas des formes de Maaf3 pour SL(2,7Z). En particulier, les moments
sont les mémes. Luo obtenait la majoration

InM,, < nlnlnn.
On obtient un encadrement plus précis dans le

THEOREME 7
Pour tout entiern > 2 on a

InM,, = 3nlnlnn+ O(n).

En fait, ces techniques permettent également le calcul (inspiré par un travail ultérieur
de Luo [Luo00]) des moments négatifs.
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THEOREME 8
Soit n > 1 un entier. On définit pour toutr > 1 entier

moa(r)= Y plarbier) plagbuc)u(r) - plby) ) L
a,b,ceN" de&, (ab)
detab®c3=r detab=detd

Le moment négatif d'ordre —n — 1 de L(sym?,1),, est donné par

r=1

Avec les conventions déja faites, cet énoncé reste valable pour n = 0.

Enfin, soit ¢ un nombre premier, les travaux de Serre déja cités prouvent que la
variable aléatoire f > A¢(q) admet une variable aléatoire limite lorsque N — co. On
considére L9 (sym?, 1), la variable aléatoire obtenue de L(sym?,1) par division par le
g-ieme facteur eulerien et on prouve le résultat d’indépendance

ProprosrtION 1
Soit g un nombre premier. Les variables aléatoires limites, lorsque N parcourt N en
restant premier a q, des variables aléatoires

AMg) @ B(N) - R
f = A9

et L(‘”(symz, 1) sont indépendantes.

On rappelle que deux variables aléatoires sont indépendantes lorsque la fonction de
distribution cumulative du couple qu’elles forment est le produit des fonctions de
distribution cumulative de chacune d’elles.

Chapitre 6 Les résultats de ce chapitre ont été obtenus en collaboration avec Frangois
Martin. Soit I un sous-groupe de congruence de SL(2,%) et k un entier, on note S(2k,I')
l'espace des formes modulaires paraboliques de poids 2k sur I' (voir le §6.3.1). Si
(L£4,...,L,) est un ensemble de formes linéaires sur S(2k,I'), on dit que cet ensemble
caractérise la forme f € 5(2k,I') si on a I'implication

Li(f) = Li(g)
Vg €S5(2k,I), : = (f=8)

La(f) = Lu(g)

SiA= (? Z) est une matrice de SL(2,%Z) et f € S(2k,I'), on définit une fonction f|s
sur le demi-plan de Poincaré H en posant

cz+d

flalz) = (cz+ d)*kf(@)
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A cette fonction, on peut associer une fonction L dont les valeurs intéressantes sont les
valeurs aux entiers de [1,2k — 1] (voir §6.3.2). On s’intéresse dans ce chapitre aux formes
linéaires f +— L(f|4,€) lorsque A parcourt un ensemble de représentants du quotient
I'\SL(2,7Z). On prouve le

THEOREME 9

Soit I' un sous-groupe de congruence de SL(2,7) contenant —I etk un entier strictement
positif. Soit f € S(2k,I'). Il existe un sous-ensemble R de SL(2,Z)x {1,...,2k — 1} de
cardinal

2k -1 v,()

—vo(I) + e5(2k) 2 vs(l)

+2e1(2K)

+o(k=1)

tel que
[V(A,£) e R, Vg € S(2k,T), L(f1a,€) = L(gla, O)] = (f = g).

Dans cet énoncé, 6(k = 1) vaut 1 si k = 1 et 0 sinon. Les fonctions €5 et £;; sont définies
par

£5(2K) = 1 si2k=0 (mod 4);
-1 si2k=2 (mod 4)

et
0 si2k=1 (mod 3);
ey(2k)=41  si2k=0 (mod 3);
-1 si2k=-1 (mod 3).

Le nombre v((I') est I'indice de I' dans SL(2,7Z). Le nombre v,(I') (resp. v3(I')) est le
nombre de points elliptiques d’ordre 2 (resp. d’ordre 3) de I'. A titre d’exemple, on a

0 si4|m;
va(lo(m) =4 {1+ (2L)] sinon
plm
et
0 si9m;
V3(F0( = ]’[[1+ ?3] sinon.
plm

[Miy89, theorem 4.2.7] Ce résultat est a comparer avec la dimension de S(2k,I'), [Miy89,
theorem 2.5.2, lemma 4.2.6, theorem 4.2.11]

. o vo) wvaI) va(l) velI)
dims(2,1) =1+ 200 - 200 290 Y

et, si 2k > 4,

2k -1 vo(I')  v3(I')  veo(I)
I' _

oD+ ==+ =3 2

ol vV (I') est le nombre de pointes de I' (voir §6.3.1).

dim S(2k,T) =
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Sans restriction sur S(2k,T’), on a le minorant
#R > dim S(2k,T).

D’autres grandeurs que les formes linéaires utilisées ici ont été étudiées. Si f €
S(2k,m) = S(2k,1“0(m)), on définit, pour tout caractere y, la fonction

Luo et Ramakrishnan [LR97b] ont prouvé (entre autre) que 1’ensemble des valeurs
L(f ® x, k) lorsque x parcourt tous les caractéres quadratiques de module premier a m
détermine f. D’autre part, si f € S(2,m), on dit que f est associée a une courbe elliptique
si sa fonction L coincide avec celle d’une courbe elliptique. Stark [Sta96] a prouvé que la
valeur L(f, 1) caractérise la forme f. On remarque qu’on a fait une grosse restriction sur
S(2,m) puisque, si on note Ell(2,m) I'’ensemble (fini) des formes de S(2,m) associées a
une courbe elliptique, on a pour tout € > 0,

4EL(2,m) _

Ny, —1/2+€
dimS(2,m) ~ Cle)m

avec C(¢) une constante ne dépendant que de ¢ [DKO00].

Notre méthode consiste a tirer parti des relations de Manin. A chaque forme f on
peut associer un polynome appelé polynome de périodes (voir §6.3.1). Ce polyndme
vérifie des relations que 'on peut traduire en relations linéaires sur les valeurs L(f|4,?).
Un morphisme injectif, di a Eichler et Shimura (et Skorrupa dans la version utilisée ici)
permet alors de ramener notre probléme au calcul du rang d’un systeme linéaire (voir
§6.4). Ce calcul est essentiellement un travail de combinatoire.

On déduit une autre conséquence du monomorphisme d’Eichler-Shimura, indépen-
dante de la précédente. Pour p premier, on définit X(p) comme l’ensemble des p — 1
caracteres modulo p et W, I'involution de Fricke (voir §6.5). On a alors la

ProrosrrioN 2
Soit k un entier et p un nombre premier. Soit f et g deux formes de S(Zk,lb(p)). On
suppose que

Ve [Lk],Yx e X(p), LW f®x,{)=L(W,g®x,0),

Vee[Lk], L(W,f,0)=L(W,g/)

et
Vee[L,k], L(f,0)=L(g0).

Alors f = g.
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Notations

On donne ici quelques notations utilisées dans ce travail. Dans cette liste z, s sont des
complexes quelconques, x, a, b des réels quelconques, m, n et N des entiers strictement
positifs quelconques. Enfin, f, g et h sont des fonctions.

N est I’ensemble des entiers naturels y compris 0.

N* =N\ {0} est 'ensemble des entiers naturels non nuls.

R* est 'ensemble des réels positifs, c’est-a-dire positifs ou nuls.

P est I'ensemble des nombres premiers.

HA est le cardinal de I’ensemble A.

|G| est l'ordre du groupe G.

p est toujours un nombre premier.

¢ est toujours un nombre réel strictement positif. Il peut étre aussi petit que nécéssaire
et peut changer de ligne a ligne.

s =0+t :lorsque s est un complexe, o = Res et t = Ims sont, respectivement, ses parties
réelle et imaginaire.

z =x+1y : lorsque z est un complexe, x = Rez et y = Imz sont, respectivement, ses parties
réelle et imaginaire.

y =-I"(1) est la constante d’Euler.

0 -1 1 1
S_(l o) T‘(o 1)'
0 -1 , (1 0
o= ) =)
¢ N) est 1a fonction ¢ privée de ses facteurs eulériens liés a I'entier N
1
cN(s) = ]—[(1 - E)C(S)‘

pIN

On ne confondra pas avec une dérivée multiple de C qui n’apparait jamais ici.

e(z) = exp(2imz).

6(ab)—1 sia=b;
710 sia=zb.

m|n® signifie que pour tout nombre premier p, si p divise m, alors p divise n.
m||n signifie que m divise I'entier n et que m et ;. sont premiers entre eux, (m,n/m) = 1.
en(n) est la fonction caractéristique des entiers premiers a N

(n) = 1 si(n,N)=1;
N = 0 si(n,N)>1.
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xy est la fonction caractéristique des carrés premiers a N

5 (n) {1 si (n,N) =1 et n est le carré d’un entier;
n) =

0 si(n,N)>1ousinn’est pasle carré d’un entier.

w est la fonction nombre de diviseurs premiers sans multiplicité

w(n) = Zl.

peP
pln

T est la fonction nombre de diviseurs

T(n) = Zl.

deN
dln

T3
t3(n) = #{(i,j, k) € N* x N* x N*; ijk = n}-

vp(n) est la valuation p-adique de n

n= l_[p"ﬂ(”).

peP

p1(n) est le plus petit facteur premier de n.
u est la fonction de Mobius

(-=1)®")  si n est sans facteur carré;

p(n) = -
0 sinon.

A est la fonction de Von Mangoldt

o1 o
A(n):{lnp s’il existe m >0 et p € P tels que n =p™;

0 sin =1 ou sin aau moins deux diviseurs premiers.

@ est la fonction d’Euler

pln

Si (m,n) =1 alors m (mod n) désigne l'inverse de m modulo n.



xx1ii

) _fly=) fl

iln 11€|£1N
Y st =Y s(i5)
ij=n iln
Y fap=)") flij).
ijln iln jl%
Y f= ) flp)
(p.N)=1 peP
(p.N)=1

Les lettres grasses telles u, v désignent toujours des vecteurs. Leurs coordonnées seront
numérotées en indice, ainsi u = (uy,...,u,,). Le déterminant — noté det — d’un vecteur
est le produit de ses coordonnées, ainsi detu = u;---u,,. La trace — notée tr — d’'un
vecteur désigne la somme de ses coordonnées, ainsi tru = uy +--- + u,,. Le produit de
deux vecteurs est le vecteur de méme dimension obtenu en multipliant entre elles les
coordonnées de méme indice, ainsi uv = (14 vy,..., Uy, Vy)-

[l-lo

/1l = sup f (x)l-

xeR

u(f) : si p est une mesure
)= | Fed
R

f <ap,. § + il existe une constante C dépendant de a,b,... telle que pour tout x (dans un
domaine indiqué ou explicite)

|f (%)l < Cg(x).

En particulier, il est sous-entendu que g ne prend pas de valeurs strictement négatives.
Le symbole « est appelé symbole de Vinogradov.

f =0gp,.(g) ale méme sens que f <, . g.

f <g+0,p, (h):il existe une fonction ¢ telle que

1. f-g<¢;
2. {=0,p, (h).






Chapitre 1

Formes modulaires

Dans ce premier chapitre, on rappelle les résultats connus concernant les formes
modulaires dont nous aurons besoin.
1.1 L’espace des formes modulaires
Dans tout ce rapport, .7 désigne le demi-plan de Poincaré
A ={ze C;Imz > 0}
et " désigne le demi plan de Poincaré complété
A= UQU {oo}.

Pour tout entier N, on note Ij(N) le sous-groupe de congruence de SL(2,7Z) défini par

FO(N):{(j Z)ESL(Z,Z);CEO (modN)}.

Ce groupe contient —I et on a Iy(1) = SL(2,7Z). Le groupe IH(N)\SL(2,Z) est fini. Son
cardinal [Miy89, theorem 4.2.5] est

v(N) = NH(l + l)
pIN P

et la fonction v est multiplicative.
Soit k un entier pair strictement positif. Le groupe SL(2,7Z) agit sur 'espace des
fonctions holomorphes sur 7 grace a ’action

(1.1)

(2) = (cz + al)—kf(‘”+ b )

cz+d



On dit que f vérifie la condition de modularité sur un sous-groupe I' de SL(2,7Z) si
fiy =f pour toute matrice M €T

Soit M € SL(2,7), on définit
up = inf{u e N*; T e M~ I (N)M}-

Si une fonction f holomorphe sur J# vérifie la condition de modularité sur I(N) alors
fi,, est périodique de période uy, et elle admet un développement de Fourier de la forme

ZfM ( ) (1.2)

nez

convergent sur . et uniformément convergent sur tout compact de 7#. On dit que f
est holomorphe aux pointes si

]71\\/1(”) =0 pourtoute M € SL(2,Z) et tout n < 0.

Une forme holomorphe sur JZ, vérifiant la condition de modularité sur Ij(N) et holo-
morphe aux pointes est une forme modulaire de poids k et de niveau N. Une telle forme
qui vérifie la condition supplémentaire

F(0)=0 pour toute M € SL(2,7)

est une forme parabolique de poids k et de niveau N.

SiMeSL(2,7Z)etsi f est parabolique on déduit du développement (1.2) et du fait
que fiy vérifie la condition de modularité sur M~I(N)M qu’il existe une constante ¢
telle que pour tout n strictement positif on a [Miy89, corollary 2.1.6]

()] < en*’2. (1.3)

On en déduit l'existence, pour toute M € SL(2,7Z), de constantes c et y, telles que si
v >y alors
|fly (i9)] < ce™ 28/ (1.4)

[Miy89, lemma 4.3.3]. Lorsque M € Iy(N) on a up; = 1 et on écrira ]?(m) au lieu de ]/‘A;(m
De fagon équivalente [Miy89, theorem 2.1.5], une forme parabolique de poids k et de
niveau N est une fonction f : .7 — C holomorphe sur J# qui vérifie les conditions

1. condition de modularité : pour toute matrice (‘CZ S) eIy(N) et tout z€ 5 on a

f(“z+ b ) = (cz+ d)f ()

cz+d

2. la fonction z — (Imz)"2|f(z)| est bornée sur /7.



RemMArQUE 1.1 La géométrie adaptée au traitement des régions de .77 impliquées ici est
la géométrie de Lobatchevski-Poincaré [Efi81].

ReMARQUE 1.2 Il existe une notion de forme modulaire sur des groupes plus généraux
et avec des conditions de modularité moins contraignantes (voir par exemple [MR97]).

On note S(N) I’ensemble des formes paraboliques de poids! k et de niveau N. Cet
ensemble est un espace vectoriel sur € de dimension finie vérifiant

v(N)k

dimS(k,N) < |~

]

(une preuve élémentaire est donnée dans [MR97], une formule exacte de la dimension
est donnée dans [Miy89, theorem 2.5.3] et on donnera une formule asymptotique au
corollaire 1.7.7).

On appelle domaine fondamental de Iy(N) un ouvert Dy(N) de 77 tel que

1. pour tout z € JZ, il existe (’; 2) € IH(N) telle que 2% € Dy(N);

cz+d

2. si deux points de Dy(N) sont équivalents > modulo Ij(N) alors ils sont égaux.
Si f et g sont deux formes de S(N), leurs développements de Fourier en 'infini
assurent la convergence de 'intégrale
— rdxd
G = sy S
Dy(N) y

La condition de modularité et 'invariance de la mesure dxfy par homographie per-

mettent de vérifier que cette intégrale ne dépend pas du choix du domaine fondamental.

Elle définit un produit hermitien sur S(N) appelé produit de Petersson 3.

1.2 Opérateurs de Hecke

1.2.1 Polynomes de Tchebychef de seconde espéce Les polynomes de Tchebychef *
de seconde espece ont une grande importance pour les opérateurs de Hecke. On donne
leurs propriétés en terme de représentations [BD85, §I1.5]. Les seuls résultats qu’on
utilisera sont (1.6) qu'on peut prendre en définition et (1.7) qui se montre aussi par des
calculs aveugles.

Soit n un entier. On note E" I’espace des polyndmes complexes homogenes de degré
n a deux variables>. C’est un espace vectoriel de dimension 7 + 1. On définit une

1. On note S(k,N) lorsque qu’on veut préciser le poids. Souvent, il sera sous-entendu.

az+b _ 7.

2. Deux points z et z’ de ##* sont dits équivalents modulo I(N) s’il existe (‘C‘ g ) € Ip(N) tel que d =

3. On notera (f, g) plutot que (f,g)ny quand il n’y aura pas d’ambiguité sur le niveau.

4. Appelés ainsi en I’honneur de P.L. Tchebychef qui a introduit des polynémes semblables en 1870
dans « Sur les fonctions analogues a celles de Legendre » [Tch62].

5. Ces polyndmes sont appelés spineurs.



représentation ® D" du groupe SU(2,C) dans E" par

D" : SU(2,C) — GL(E™)
(_‘% ;) > P(X,Y)r> P(aX —bY,bX +aY).

On montre que les représentations D" sont irréductibles et que toute représentation
irréductible de SU(2, C) est équivalente a I'une des représentations D". Les caractéres
irréductibles de SU (2, C) sont donc les applications

x" o SURLC) — C
g — trD"g.

Pour toute matrice g € SU(2,C), la valeur de x"(g) ne dépend que de la classe de
conjugaison de g et g est conjuguée a une matrice

ei? 0
g(p = 0 e_i(f)
avec ¢ € [0, 7]. Il suffit donc de calculer x"(g,) pour caractériser x". Pour ce faire, on

remarque qu’une base de E” est donnée par les polynomes ’

PX(X,Y) = X2 kyn/2+k, (k S L E).

272 2
On a alors '
D"g,(Py) = 2Py
ainsi y
n/2 .
_ kg _ Sin(n+1)p
xX"8p= e =" (1.5)
¢ k_—Zn}z sing

C’est un polynome en trg, = 2cos . On note X, ce polyndme et on I’appelle polynome
de Tchebychef de seconde espéce. 1l est caractérisé par 1’égalité

sin(n+ 1)@

sing (1.6)

X, (2cos) =

—_—

On note SU(2,C) I'ensemble des classes de conjugaison de SU(2,C). On a une bijection
donnée par la trace

tr:S LT(\2,/(D) - [-2,2].
Une paramétrisation de SU(2, C) est donnée par
A(91f62193) B(61192f93)

01,0,,03)=( = A
g(l 2 3) —B(91;62:93) A(91,92;63)

6. Appelée représentation spinorielle.
7. Il se peut que 7 et k soient demi-entiers mais 5 —k et 5 + k sont entiers.



avec
A(64,0,,03) = cos O3 +isin B3 cos B,

B(64,0,,03) =sinfO3sin 0, cos 07 + isin O3 sin O, sin O,

et 0, €[0,27], 0, € [0, 7] et O3 € [0, 7t]. Pour cette paramétrisation, la mesure de Haar de
SU(2,C) est

1
HSUC.E) = 5 sin’ 05 sin 6, dO; d6, d6;.

Si f est une fonction centrale sur SU(2,C), elle définit une fonction sur S[T(\2,/(D) de
sorte qu’il existe f : [-2,2] — C telle que

f(8(61,6,63)) = f(trg(61,64,65)).

On atrg(0;,0,,03) = 2cos O3 donc apres intégration sur 0; et 0, on trouve

J fdpusupa) =
SUR,C)

1 (tr8(61,02,63)=2 _ 1
—J f(trg(91;92,93)) 1—Ztr2g(61,62,93)dtrg(61,62,93).
T trg(61,92,93):—2

Ainsi, I'image par 'application tr de la mesure de Haar de SU(2, C) est la mesure de
Sato-Tate sur [-2,2] donnée par

2
dptes (x) = %Jl—%dx.

Les relations d’orthogonalité des caracteres irréductibles donnent

j x"x"dpsu,e) = o(m,n)
SU2,0)

ce qui s’exprime encore
jz X, Xy dpeo = 0(m, n). (1.7)
-2
On note que cette relation caractérise la mesure dyu,,. En effet on vérifie par calcul que
Xp=xXy1 =Xy (1.8)

de sorte que la famille (X,,),en est échelonnée par rapport au degré. Elle forme donc une
base de R[X]. Par densité de R[X] dans l’espace des fonctions continues de [-2,2] dans
R la relation (1.7) caractérise i, parmi les mesures positives de masse 1. On déduit
aussi de (1.7) que pour tout n >0

X" = ;hn(i)xi (1.9)



avec
2n+1 T
h,(i) = - J cos" gsin(i + 1)@psinpde. (1.10)
0
On déduit de (1.5) que
max |X,(x)|=X,(2)=n+1. (1.11)
x€[-2,2]

On aura besoin d’une suite de mesures y, dont p,, est limite, et définie pour tout

réel g > 1 par
_gq+1 V1 -x2/4

q e (q1/2+q—1/2)2_x2

dp

On a, pour tout n > 0 entier

2 -n/2 : S
q S1 n est pair;
X,du, = 1.12
_[2 n g {0 sinon. ( )

1.2.2 Définition des opérateurs de Hecke On définit sur 1’espace des formes modu-
laires des opérateurs linéaires qui stabilisent S(N), commutent entre eux et sont presque
tous autoadjoints pour le produit scalaire de Petersson. On verra que ce « presque tous »
est a l'origine de la théorie des formes nouvelles développée par Atkin et Lehner.

Soit n € N, on définit 'opérateur de Hecke 8 T,, par

Tn:f|—>% Z akdif(az;b).
b=0

ad=n
(a,N)=1

On montre [Iwa97, theorem 6.16] que si f est une forme modulaire (resp. parabolique)
il en est de méme pour T, f.

1.2.3 Propriétés des opérateurs de Hecke Les opérateurs de Hecke vérifient une
relation de multiplicativité donnée par

T, T, = Z AT (1.13)
d|(m,n)
(d,N)=1

pour tous m,n > 1 [Iwa97, theorem 6.6]. Par utilisation de la relation de Mobius on
vérifie que la relation (1.13) s’inverse en

Tun= ) p(d)d* " T Tysa. (1.14)

d|(m,n)
(d,N)=1

8. Hecke a établi les propriétés essentielles de ces opérateurs déja utilisés par Hurwitz [Hec37].



Il en résulte que l'application arithmétique n — T, est multiplicative et que les opéra-
teurs T, avec p € P suffisent a construire tous les opérateurs de Hecke. En particulier, si
(p,N)=1et n>2on déduit de (1.14) la relation
1 1 1 1
prk=1)/2 Tpn = pl1)72 Ty p (k=112 Tprr = p=2)(k=1)72 Tpr-2
ce qui prouve apres comparaison avec la relation de récurrence (1.8) que pour tout n > 0
ona

1 1
X (—T):—Tn (1.15)
"\ pk-1772 (k=172

puisque c’est vrai pour n € {0, 1}.
L’action des opérateurs de Hecke sur les coefficients des formes paraboliques est
donnée [Iwa97, proposition 6.3] dans la

ProrositioN 1.2.1
Si

f2)=) flne(nz)
n=1

est une forme de S(N) alors le m-iéme coefficient de Fourier de la forme T, f est donné

par
T = Y d(%)

d|(m,n)
(d,N)=1

Enfin, les opérateurs de Hecke sont presque tous autoadjoints [Iwa97, theorem 6.20]
au sens ou, pour (n,N)=1ona

(Tnf'g):(fang) (1-16)

pour toutes f,g € S(N).

1.2.4 Valeurs propres Sit¢(n)est la valeur propre de 'opérateur T, associée au vecteur
propre f € S(N) on note
1
/\f(n) = Wtf(n)

L’équation (1.13) implique que pour tout p premier et tout entier n > 0 un vecteur
propre de T, est vecteur propre de Ty Si de plus p ne divise pas N, (1.15) montre que

Xu(Ap(p)) = As ("), (p,N)=1. (1.17)

On déduit de cette relation et de (1.9) la relation

AP =Y h(DAs(p), (p,N) =1
i=0



avec h,,(i) défini en (1.10). Si f est vecteur propre de tous les opérateurs T, pour d|mn,
I’équation (1.13) donne

mn
Ap(m)Ag(n) = }E: Af(7;;)~ (1.18)
d|(m,n)
(d,N)=1
Si p|N et n > 0 on obtient
Ar(p") = As(p)". (1.19)

Les valeurs propres des opérateurs de Hecke caractérisent les coefficients de Fourier
des vecteurs propres. Ainsi, d’apres la relation (1.13) et la proposition 1.2.1 avec m =1
onala

ProposiTioN 1.2.2
Soit

f(2)=) Fflne(nz)
n=1

une forme de S(N) vecteur propre de tous les opérateurs Tp pour p appartenant a P un
ensemble donné de nombres premiers. On pose

Tpf =ts(p)f.
Sin est un entier dont les facteurs premiers sont dans P alors f est un vecteur propre
de T, associé a la valeur propre t¢(n) et on a

—

fin) = f)tg(n).
D’apres (1.14) et (1.16), la famille d’opérateurs

{T,, (n,N) = 1}

est une famille d’opérateurs normaux qui commutent deux a deux. Pour de telles familles,
onala’®

ProprosriTioN 1.2.3

Soit £ un espace hermitien sur C et F une famille d’'opérateurs normaux commutant
deux y deux. Alors il existe une base orthonormale B de £ formée de vecteurs propres
de tous les opérateurs de F.

On en déduit la

ProprositiON 1.2.4
Il existe une base orthonormale de l'espace S(N) formée de vecteurs propres de tous
les opérateurs de Hecke T, tels que (n,N) = 1.

La majoration des valeurs propres des opérateurs de Hecke a fait 'objet de recherches

qui ont culminé !° avec les travaux de Deligne !! [Del74, théoréme 8.2]. Il prouve la

9. Une preuve de cette proposition se trouve dans [Gan66, théoreme 9.11].
10. Ces recherches ne sont pas terminées dans le cas de formes modulaires plus générales que celles
présentées ici.
11. Dans le cas du poids 2, ce résultat est di a Eichler [Eic54], Shimura [Shi58] et Igusa [Igu59].



Prorosition 1.2.5
Soit p un nombre premier ne divisant pas N. Soit t(p) une valeur propre de l'opérateur
de Hecke T,. Alors

|t(p)| < 2p'*=12.

Avec les notations du paragraphe 1.2.3 cette proposition entraine 2

Ar(p)l <2
pour (p,N) =1 et f vecteur propre de T,. On déduit de (1.17) et (1.11) que
AP <n+1.
Par multiplicativité on a alors
[Afr(m) <t(n), (n,N)=1 (1.20)
Pour prouver la proposition 1.2.5, on montre qu’on peut écrire
Ar(p)=asp(p)+as(p)”!, (p,N)=1
avec |as(p)| = 1. Cette équation se généralise en

() —ap(py

)= ) e )

(p,N) = (1.21)

grace a (1.18).
On utilisera aussi le théoreme sur la nature algébrique des valeurs propres de Hecke
dt a Shimura [Shi71, theorem 3.48]

THEOREME 1.2.6
Soit N et n deux entiers naturels. Les valeurs propres de l'opérateur de Hecke T,
agissant sur les formes paraboliques de niveau N sont des entiers algébriques.

1.3 Formes nouvelles et primitives

1.3.1 Formes anciennes et nouvelles La proposition (1.2.2) permet d’affirmer que si
f est vecteur propre de tous les opérateurs T, (n,N) =1 alors

—

fln) = f(ts(m), (n,N)=1. (1.22)

Cela ne suffit pas a dire '3 que f(l) # 0. On peut méme trouver des formes f vecteurs

propres de tous les opérateurs T, (n,N) =1 telles que f(1) =0.

12. On verra au paragraphe 3.1 que cette majoration est optimale.
13. On voudrait le dire pour construire des formes dont les coefficients sont les valeurs propres de Hecke.



10

Soit L et M des entiers tels que LM = N. Soit f € S(M) et f; : z+> f(Lz). On vérifie
alors [Miy89, lemma 4.6.2] que pour tout n > 0 entier

fLeS(N)
T.f =tf(n)f = T fu =t(n)fy
fi(1)=0.

On définit I'espace des formes anciennes par rapport a N comme
SU(N) = Vect{f; ; f € S(M), LMIN,,M = N}.

Cet espace est stable par tous les opérateurs T, (n,N) =1 [Miy89, lemma 4.6.10].
On définit 'espace des formes nouvelles par rapport a N comme l'orthogonal de
S%N) dans S(N) :
S™(N)=S*N)*.

Le théoréeme d’Atkin-Lehner [Miy89, theorem 4.6.8] affirme

THEOREME 1.3.1
Soit f € S(N) telle que

—

(n,N)=1= f(n)=0.
Alors

f eSYN).

On en déduit, (grace a (1.22)) que si f € S*(N) et si f est vecteur propre de tous les
opérateurs de Hecke T, (n,N) =1 alors f(1) = 0. Si g est une autre forme de S"(N) de
mémes valeurs propres on a

@) _ _
(=S5 rjom=0 =1
et donc )
8% r e sn(N) N SAN)
!
de sorte que
_ &b
g f(1)f

L’ensemble des vecteurs propres des opérateurs T, (n,N) = 1 associés a un systeme
de valeurs propres est donc une droite. Cela explique qu'on appelle aussi le théoréme
d’Atkin-Lehner théoreme de multiplicité 1.

Prorposrtion 1.3.2
Soit f € S"(N) avec f(1)=1 et T,f = t(n)f pourtous (n,N)=1.Sige S"(N) et T,g =
t(n)g pour tous (n,N) =1 alors ge Cf.
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1.3.2 Formes primitives Si f est vecteur propre de tous les opérateurs de Hecke T,
avec (n,N)=1etsi f € S"(N) on pose

nor _ _f .
d f1)

L'ensemble B(N) des formes f"°" lorsque f parcourt une base orthogonale de S"(N) de
vecteurs propres de tous les T, (n,N) = 1 est appelé ensemble des formes primitives de
niveau N. Cet ensemble est une base orthogonale de S”(N). Elle est unique au sens ou
l'ona'*la

PropositioN 1.3.3
Soit f € S*(N) telle que

1. ¥(n,N)=1,3t(n) € C; T,f = t(n)f ;
2. f(1)=1
alors f € B(N).

Démonstration — On pose B(N) = {fy,..., fo}. Soit f comme dans I’énoncé. On a

avec (Vi)1<i<g € C8. Puisque f = 0, on fixe j tel que v; = 0. D’une part, les formes f; étant
vecteurs propres de T,, on a

=1

-

et d’autre part, f étant aussi vecteur propre de T, on a

g
Tf =) vit(n)f:
i=1
On a donc l'égalité v;t;(n) = v;t(n) puis t(n) = t;(n) de sorte que par la proposition 1.3.2
ona f € Cf; puis f = f; carf(l):}‘;(l)zl. O

Enfin, la restriction (n,N) = 1 est superflue grace a la

Proprosition 1.3.4
Soit f € B(N) alors f est vecteur propre de tous les opérateurs de Hecke et, pour tout
entiern e N* on a

—

Tuf = f(n)f.

14. Cette caractérisation prouve 1’égalité des notions de forme primitive et de forme de Hecke normalisée.
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La premiere partie de cet énoncé résulte de la commutativité des opérateurs de Hecke et
de la proposition 1.3.2. La seconde partie résulte de la proposition 1.2.2.

On peut exprimer toute forme en fonction de formes primitives de niveau plus petit,
en effet par définition, on a

S(INy= & @ Vect{fy, (|L}. (1.23)
LM=N feB(M)

1.4 Opérateurs d’Atkin-Lehner

Soit M un diviseur de N tel que M||N. On définit sur S(N) l'opérateur

Maz+b

. k/2 -k

WM): fr |z MY(Nz+Md) f(—NerMd)]

ou
(a,b,d)eZ3
d=1 (mod N/M) (1.24)
M?ad —bN = M.

Un tel triplet existe et tous les triplets vérifiant (1.24) conduisent a la méme définition
de W(M) [AL70, lemma 9]. Ces opérateurs sont multiplicatifs : si M;||M, M,||M et
(M7, M5) =1 alors

W(MM;) = W(My)W(M;).
Ce sont des isométries sur S(N) stabilisant $"(N), qui commutent avec les opérateurs de

Hecke T, (n,N) =1 et sont autoadjointes [AL70, lemma 25]. On déduit de la proposition
1.3.4 quessi f € B(N) alors il existe ¢¢(M) € C tel que

WM)f =ef(M)f, avec ef(M) € {-1,1}

Si M est sans facteur carré, la valeur propre ¢7(M) est reliée aux valeurs propres des
opérateurs de Hecke par

ef (M) = p(M)F(M)M ™2 = y(M)VMA;(M). (1.25)

Enfin

p’IN = f(p)=0. (1.26)
Ces faits sont développés par exemple dans [Kna92, §IX.7]. On résume dans la proposi-
tion suivante les propriétés des coefficients de Fourier d’une forme primitive.
Proposition 1.4.1

Soit f € B(N), soit m et n des entiers, soit p un nombre premier. On a

1. f(n)=ts(n)=n* D20 (n);
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. s'il existe p|n tel que p?|N alors f(n) =0;

. j?(n)E@m]R;

3
4. sin||N, f(n) = p(n)n">Ves(n) avec ef(n) € (-1,1};
5
6. [Af(n)| < t(n).

Démonstration — Le premier point résulte de la proposition 1.3.4. Le second point
résulte du premier et de I’équation de multiplicativité (1.13). Le troisiéme point est
conséquence de cette relation de multiplicativité et de (1.26). Le quatrieme point est
(1.25). Le cinquieme point provient des troisieme et quatrieme points et du caractere
autoadjoint des opérateurs T, (1, N) = 1. Enfin, le sixiéme point résulte des troisieme et
quatrieme points et de la majoration de Deligne (1.20). O

1.5 Action de Galois

Soit f un vecteur propre de tous les opérateurs de Hecke T, ou p décrit P, on peut
définir, grace au theoreme 1.2.6 le corps Q(f) comme le corps engendré par toutes les
valeurs propres t,(f), p € P. C’est une extension algébrique de QQ de degré fini [Shi71,
theorem 3.48]. On peut alors donner la

DErINITION 1.5.1

Soit o € Gal(Q(f)/Q) et f € B(N). On pose

—

fo(z)=) " a(Flm)e(na).
n=1

Shimura [Shi72, proposition 1.2] a prouvé la

ProrositiOoN 1.5.2
Soit f € B(N) et 0 € Gal(Q(f)/Q) alors f° € B(N).

On a un moyen de calculer le cardinal de l'orbite orbite(f) sous Gal(Q(f)/Q) d’une
forme primitive f grace a la

ProrositioN 1.5.3

Soit f € B(N) alors forbite(f) = [Q(f) : Q].
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Démonstration — Soit f € B(N). On a une bijection

Gal(Q(f)/Q) — orbite(f)

o — fe.

La surjectivité est évidente. Pour 'injectivité, deux morphismes de méme image ont
mémes valeurs en les coefficients de f qui engendrent )(f) et sont donc égaux. On a

alors orbite(f) = ﬁGal(Q( f)/ (Q) puis, grace au théoréeme fondamental de la théorie de

Galois forbite(f) = [Q(f) : ®]. U

En particulier, [Q(f) : Q] < dim S*(N). D’autre part, Shimura a prouvé que Q(f) est
totalement réel [Shi72, proposition 1.3]. Autrement dit, pour tout n € N et tout o €
Gal(Q(f)/Q)on a 0(]?(71)) € R. On résume ces propriétés dans le

THEOREME 1.5.4
Soit f € B(N). Le corps Q(f) engendré sur Q) par les coefficients de Fourier de f est une
extension algébrique totalement réelle et de degré fini de 3. Son degré vérifie

[Q(f) : Q] = forbite(f) < dim S™(N).

1.6 Formes signées

Soit £ € N*. Si N est un entier sans facteur carré ayant exactement ¢ facteurs carrés
on écrit

N=pi-pe p1<--<pe
Grace a la proposition 1.4.1, si f € B(N) alors W(p;)f = ¢¢(p;)f et, en posant
er(N)=¢€5(p1)---ef(pe). (1.27)

ona W(N)f =¢f(N)f.

DEriNITION 1.6.1
Soit N = py ---pg un entier avec p; < --- < py premiers. On appelle signature de f € B(N)

le vecteur ey = (Ef(pl),...,ef(pg)) de {-1,1}¢

Si on fixe € € {~1,1}¢ on peut alors étudier les formes de signature €.

DEgrINITION 1.6.2

Soit N = py---p; un entier avec p; < --- < pg premiers. Soit € € {-1,1}¢. On définit

l'ensemble des formes de signature € et de niveau N par

BE(N) = {f €B(N); gf = s].
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La fonction caractéristique de B*(N) est

14
()= 5 [ Jn+eestoil
i=1

Gréce a (1.25), elle se récrit

14
F(fr=srrory (U Y ] e (1.28)
}

i=1 1<y < <ji<lreffy, i
On pose la

DEFINITION 1.6.3
Soit N un entier sans facteur carré. On appelle ensemble des formes paires de niveau

N l'ensemble
BY(N) ={f € B(N); i*e;(N) = +1}.

et ensemble des formes impaires de niveau N l'ensemble
B(N)={f € B(N); i*ef(N) = -1},

La fonction caractéristique des formes paires (resp. impaires) est

() = 2+ 10N )
resp.
() = S - HNN

On donne des estimations de la taille de ces ensembles au corollaire 1.7.8.

1.7 Formules de trace

1.7.1 Formule de Petersson Les formules de trace évaluent des sommes de valeurs
propres d’opérateurs de Hecke. Elles expriment des relations « d’orthogonalité » entre
ces valeurs !°.

Petersson a établi une formule ' de ce type : celle-ci s’applique & des formes de

norme 1 et elle fait donc apparaitre un facteur de normalisation

_ T(k-1)
oL

15. En fait, d’orthogonalité approchée. Les considérer comme de vraies relations d’orthogonalité peut
conduire a manquer des phénoménes importants. Voir, par exemple [KMV00a].

16. Les notions nécessaires concernant les sommes de Kloosterman S(m, 1;c¢) et les fonctions de Bessel
Jk—1sont rappelées en annexe.

wn(f)
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dés que I’on somme sur une base orthogonale !”. Ce facteur est appelé facteur harmonique
(d’ou les notions de somme harmonique, moyenne harmonique...). On choisit H(N) une
base orthogonale '8 de S(N).

THEOREME 1.7.1
Soit m et n des entiers strictement positifs

> ont LB~ s+ 2y S(m;?v’rN)Ikl(%r\A/f%)'

r=1

ReMARQUE 1.3 La preuve repose sur le fait qu'on peut exprimer les coefficients de
Fourier de f en fonction du produit de Petersson de f contre des séries dites de Poincaré
qui engendrent S(N). On trouvera les détails dans [Iwa97, §3.3].

énoncée sous cette forme, la formule n’est utilisable que pour une base orthogonale
de S(N). On voudrait 'utiliser pour une base orthogonale de formes nouvelles. Lorsqu’il
n’y a pas de formes anciennes, c’est immédiat : c’est par exemple le cas si k <10 et N est
premier. Un cas plus général a été donné par Iwaniec, Luo et Sarnak. Pour 1’énoncer, on
introduit l'opérateur Ay défini pour tous entiers strictement positifs m et n par

(1.29)

+00

i . S(m,n,rN drtmn

A () = 5(mmy+ 2ty S )Jk_l( AL )
r=1

On a alors le

THEOREME 1.7.2 (ProposiTION 2.8 DE [ILS00])
Soit N un entier sans facteur carré. Soit f une forme de B(N). Soit m et n deux entiers
strictement positifs tels que (m,N) =1 et (n,N?)|N alors

Y an(Dsmign =5 Y IE((L—)]ZI))Z%AM(méz,n).

fEB(N) tM=N Y\\"L L)) pire

REMARQUE 1.4 a la place du poids harmonique wy/(f), Iwaniec, Luo et Sarnak utilisent
un poids qu’ils notent Zy/(1, f)/Z(1, f). On déduit notre proposition grace a leurs équa-
tions !? (2.36) et (2.50) qui donnent pour f € B(N) la formule

ZnN(L,f) N(k-1)
Z(Lf) 12 o (f)

17. En particulier, les formes primitives forment une base orthogonale du sous-espace $"(N) qui n’est
pas normée.

18. On prétera attention au fait qu’on choisit une base de toutes les formes de S(N) et pas uniquement
des formes nouvelles.

19. Les méthodes utilisées pour prouver ces équations sont celles exposées au paragraphe 2.3.2.

(1.30)
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ReMARQUE 1.5 Le point de départ de la preuve, est la décomposition (1.23). Si N = LM
est sans facteur carré, on définit pour chaque forme f € B(M) et chaque diviseur d de L
une forme

fal) = (4 " ) MO 012 f e2)
o os@) v

ou

1 2
-T2
pld

L’ensemble {f;, d|L} est une base orthogonale de Vect{z — f({z), £|L} qu’on sait normali-
ser (voir le lemme 2.3.2). On en déduit le

Lemme 1.7.3 (Lemma 2.7 pE [ILS00])
Soit N un entier sans facteur carré et m et n deux entiers strictement positifs tels que
(m,n,N) =1 et (mn,N?)|N alors

wm(f) Af(m)As(n)
An(m,n) = ¥ .

RemMARQUE 1.6 La encore, le poids d’[ILS00] est Zy(1, f)/Z(1, f). Mais, toujours grace a
leurs équations (2.36) et (2.50), on a pour f € B(M) la formule

ZN(Lf) _ N(k-1) wm(f)

Z(Lf) ~ 12 vlps(D)

Le théoréme 1.7.2 résulte alors du lemme 1.7.3 par inversion de Mobius.

On déduit du théoréme 1.7.2 grace a la majoration de Weil-Estermann (A.13) I’estimation

Lemme 1.7.4 (CororLary 2.10 pE [ILS00))
Soit N un entier sans facteur carré et m et n deux entiers strictement positifs tels que
(m,N)=1 et (n,N?)|N alors
(N)
D on(FAm)Apn) = E=o(m,m)

fEBN)

On déduit de ce lemme que

Y wnlf)=1 O( 2W(N)) (131)
wN =1+ .
&0 p1(N)

ou p1(N) est le plus petit diviseur premier de N. Si N parcourt une suite d’entiers telle
que p1(N) = 0(2“’(N)) alors (1.31) donne un opérateur de moyenne. Kowalski et Michel
[KM99] puis Iwaniec, Luo et Sarnak [ILS00] ont montré comment enlever ce facteur
harmonique. Ils prouvent notamment la
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Prorosition 1.7.5 (Propositions 2.11 et 2.13 pe [ILS00])
Soit N un entier sans facteur carré et n un entier strictement positif tel que (1, N?)|N.
Alors

k-1 v(L)M Ay (m?,n)
Z Ar(n) = 12 Z ((n,L))( Z o

FEBN) LM=N"Y m,M)=1
k—=1¢@(N) g -1/2,.1/6 2/3
- XS (1) + O((m,N)™ 208 (kNY?).

Choisissant n = 1 on déduit le

COROLLAIRE 1.7.6
Si N est sans facteur carré

#B(N) = dim S"(N) = kl_—zl(p(N) +O((kN)>3).

On déduit de (1.23) que
dim S(N) = Z T(L)EB(M).

LMIN

Puisque N est sans facteur carré, on a t*@(N)=v(N) d’ou I'on déduit le

COROLLAIRE 1.7.7
Si N est sans facteur carré

dimS(N) = kl_lv(N)+O(k2/32“’(N)02/3(N))
= kl_zlv(N)+O((kN)2/3Nf)

pour tout € > 0, la constante ne dépendant que de ce €.

Compte-tenu de (1.28), on déduit alors du lemme 1.7.4 les cardinaux des ensembles de
formes signées dans le

CoOROLLAIRE 1.7.8
Soit N un entier pair sans facteur carré et € € {—1,1}“)(N). Alors

1 k-1

4B (N) = o 15 (V) + O (K*N?)79),
. k-1
4B (N) = — - @(N) + O((K*N®)")
et -1
4B7(N) = =~ @(N) + O((K*N3)V%).

Les constantes sont absolues.
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Soit une application X : B(N) — C on définit la e-moyenne harmonique de X par

i=1 1<j <<=l
x Py, DM (As(pj) -+ Ap(pj)X) | (1.32)

ot M" est 1a moyenne harmonique

MMX)= ) wn(HX(f).

feB(N)

Les formules d’Iwaniec, Luo et Sarnak permettent aussi de calculer des formules de
traces sur les formes signées.

PropositioN 1.7.9

Soit N un entier sans facteur carré. On considére la suite p; <--- < p, de ses diviseurs
premiers, € un vecteur de {—1,1}¢
m > 2 vérifiant (m,N)=1on a

et k un entier strictement positif. Alors pour tout entier

Z wn (f)Af(m) < T(N)2N~7 In(2Nm)m
feBIN)

la constante impliquée ne dépendant que de k.

Démonstration — Pour un entier i tel que 0 <i < ¢, une suite j = (jy,...,j¢) telle que
0<j;<--<j;<Clondéfinit N; =1sii=0etN;=pj-pj sinon. On a Nj|N et
(Nj,m) = 1. On utilise alors (1.32) pour conclure. [J

La taille harmonique des ensembles de formes de poids N et de signature ¢ est alors
donnée par le

LemMmE 1.7.10
Soit N un entier sans facteur carré ayant { facteurs premiers distincts. On considére €
un vecteur de {-1,1}¢ et k un entier strictement positif. Alors

a)N(f) = %@JFO,((W)

ol la constante ne dépend que de k.

fEBE(N)
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Démonstration — Cela résulte de (1.32) avec X =1 a qui on applique le lemme 1.7.4 pour
d’une part m=n =1 et d’autre part m =1 etn=p; ---p; ou py,---,pe sont les diviseurs
premiers de N. [J

1.7.2 Formule de Selberg Il existe une formule de trace, sans facteur harmonique,
due a Selberg. Elle est moins utile car le terme d’erreur est plus important. On en aura
besoin lorsque k = 2 dans la forme suivante due a Brumer [Bru95b] 2°.

TuEorEME 1.7.11 (ProposiTioN 2.8 DE [BRU95B])
Soit la fonction multiplicative a définie sur les premiers p par

a(p) = a(p?)=-1, (x(p3) =leta(p’)=0sir>4.

et

V(m)=m2@-

d|lm

Alors, pour tous entiers N, { et m strictement positifs tels que (N,m) =1 et {||N on a la
majoration

1 N
tr T, Welsn(o,n) = EX]E‘] (m) /3(5)7’(7)

+O((m+m2N2)t(N)>(m)In*(4mN)).
Choisissant m = € = 1 on obtient le
COROLLAIRE 1.7.12

Soit N un entier, on a

#B(2,N) = dim S"(2,N) =

%Z;) +O(N'27(N)’ In?(4N)).

REMARQUE 1.7 Ce résultat est plus précis que celui du corollaire 1.7.6 mais ne le contre-
dit évidemment pas; en effet, si N est sans facteur carré, y(N) = ¢(N). On en déduit en
particulier que pour tout ¢ >0 on a

N'"¢ «, #B(2,N) < N. (1.33)

20. Pour les poids supérieurs, on peut se reporter a [Ser97].
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REMARQUE 1.8 Lorsque k > 2, la formule de Selberg (que nous n’utiliserons pas ici)
donne (voir [Ser97, §§4 et 5])

k-1
12

dim S(k,N) = v(N) + O(N1/2+€)

et
dim$" = kl;zly(N)+ O(N1/2+¢)

avec des constantes ne dépendant que d’¢ et y défini au théoreme 1.7.11.

On déduit du théoreme 1.7.11 la

Prorosrtion 1.7.13
Pour tous entiers strictement positifs N et m on a la majoration :

Z ef(N)As(m) < (m"2 + NV2)(mN)-.
feB(2,N)

La constante impliquée par le symbole de Vinogradov ne dépend que de ¢.

Démonstration — Dans le cas ou m et N sont premiers entre eux la somme impliquée dans
notre proposition n’est autre que la trace de \/LaTm Wy car les opérateurs autoadjoints

Wy et T,, commutent et sont simultanément diagonalisables. Notre démarche va donc
consister a nous ramener au résultat de Brumer. On écrit m = m;m, avec

ml:l_[pvﬁ(m) et my= ]_[ purtm), (1.34)
)

plm plim,N
pIN
Grécea (1.19)on a
Ap(ma) =[] Aoyt

pl(m,N)

Lorsqu’il existe p divisant m tel que p? divise N on a Ag(my) = 0 = As(m) grace a la
proposition 1.4.1 et la proposition 1.7.13 est prouvée. On suppose désormais que si
pl(m,N) alors p||N. Sous cette hypothése on a grace a la proposition 1.4.1

Ag(my) = ]_[(—p‘“zef(p))v”(m). (1.35)

plm
plIN

On a alors, grace a (1.18) et (1.35)

Ap(m) = mgl/zaf(ml)H(—ef(p))”""”). (1.36)

plm
plIN
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On écrit N = N; N, N3 avec

Ne=[ e, M= | ] petNs= ||

pIN pIN plIN
plm plm plm
v, (m) pair vp(m) impair

Alors, puisque ¢¢(p) €{-1,1} on a

ef(NaN3) [ Jep(p)7™ = e4(No).
p|||N
plm

Ainsi

ef(N)Ap(m) = £my "2 e (N1 Ny) A g (my). (1.37)
On a (m;,N;N;) = 1. Les opérateurs autoadjoints T, et Wy, y, commutent donc et la
sommation de (1.37) sur B(2, N) donne

+ Z Ef(N)/\f(ﬂ’l) = mil/ztr WNlNsz1|S"(2,N)' (138)
feB(2,N)
On conclut grace au théoréme 1.7.11. [
On en déduit aussi la

ProprosiTioN 1.7.14
Pour tout entier m et N et tout réel € > 0 on a la majoration :

1 _
——tr Tylsn(2,N) = tiB(2,N))(I% (m)ym™? < (m"? + NVY2)(mN)E.

i

La constante impliquée ne dépend que de €.

Démonstration — e Si (m,N) =1, le théoréme 1.7.11 donne

1 m—l/Z
S Tl - 5N (m)y(N) < (m'2 + NV2)(Nm)* (1.39)
On obtient le résultat grace au corollaire 1.7.12.
e Si (m,N) > 1, on décompose m = m;m, comme en (1.34). On a alors comme en

(1.36) :

/\f(m) = i/\f(ml)sf(N')mgl/z
avec
N’ = ]_[ p.
pIIN
plm
vp(m) impair
On a alors :

1 -
—mtr T(m)|5”(2,N) =m 172 tr T(ml)WN/|5n(2,N).

Puisque (m1,N) =1, N’||N et B(N’) = 0 le théoréme 1.7.11 permet de conclure. [J



Chapitre 2

Fonctions L

Dans ce deuxieme chapitre, on rappelle les résultats connus concernant les fonctions
L de formes modulaires dont on aura besoin.

La théorie des fonctions L permet de coder et décoder des informations de nature
arithmétique ou géométrique a l'aide des outils de I'analyse complexe. La liste des
résultats obtenus par cette théorie est trés longue. Citons uniquement le résultat récent
de Cogdell, Piatetski-Shapiro et Sarnak prouvé par des techniques fines d’étude des
fonctions L[IS00].

THEOREME

Soit K un corps de nombres totalement réel danneau des entiers Ok. Soit n € Ok sans
facteur carré. Sin est assez grand et représentable partout localement comme somme
de trois carrés alors il est représentable comme somme de trois carrés de Ok.

2.1 Présentation générale

Soit @ un objet de nature arithmético-géométrique ! lié a un corps de nombres K.
On suppose qu’a chaque idéal premier p de I'anneau des entiers Og de K est lié un objet
@, issu de @. La fonction L de @ est définie par le produit eulérien

L(®,s) = l_[ L(@y,s)
p

ou L(ch,s)‘1 est un polynome en N(p)~°, N(p) étant la norme de p. On suppose qu’il
existe un entier d, tel que chacun de ces polynomes est de degré inférieur ou égal a d,;
avec égalité sauf en un nombre fini de p.

On suppose que le produit converge et définit une fonction holomorphe pour Res > 1.
Il peut se développer en une somme sur les idéaux entiers

L(@,s) = Z/\@(II)N(II)_S.

1. On pourrait aussi présenter les fonctions L de fagon purement analytique. C’est la démarche suivie
dans 'axiomatique de Selberg [Sel92].

23
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La fonction L(®,s) est donc définie par les propriétés locales de @. On espére que
ces propriétés locales sont reliées entre elles de facon non triviale grace a une équation
fonctionnelle. Pour exprimer cette équation on introduit un facteur a la place infinie

do

L(CD(XUS) = ]_[Foo(s _ll]',(D)

j=1

ou les nombres {y; o}1<j<a, sont déterminés par @ et la fonction I, est donnée par

Lo(s) = 7'(_5/21"(%)-

On suppose que l'objet @ détermine aussi un objet (dit objet dual) @, un réel q, ap-
pelé conducteur et un complexe de norme 1 appelé (abusivement) signe de I’équation
fonctionnelle et noté ¢, de sorte que

L(®eo, $)L(@,5) = g2 L(@ o, 1 — 5)L(@, 1 —5)

Enfin, on suppose disposer d’un prolongement méromorphe de L(@,s) a C. On a alors
I'inégalité de Lindelof

L((D,% + it)<<£ [+ 1)% (A + 1)g]/4H¢

1/2
2“

la constante ne dépendant que de €. On a posé

do
Ao = {Z |l4j,(a
=1

Pour T assez grand, on a

ﬁ{p: L(@,p)=0,0<Rep<1,0<Tmp < T}

= g—iTlnT+C@T+ O(InT) (2.1)

pour une constante c,. Un probleme de la théorie des nombres est ’hypothése de
Riemann généralisée.

CoNJECTURE 2.1.1
Les zéros de la fonction L(®.,, S)L(®, s) sont tous de partie réelle %

Cette conjecture aux multiples conséquences est qualifiée par Iwaniec et Sarnak de
« quintessence de ce qu’'une bonne conjecture devrait étre ».
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2.2 Fonctions L de formes primitives

2.2.1 Définition Soit k un entier fixé dans toute la suite. Soit N > 1 un entier et
f € B(N). a tout nombre premier p on associe le facteur L(f,, s) défini par

(=g p =) si(pN) =1
(1-A¢(p)p~) si pIN.

On prolonge a I’ensemble des nombres premiers la fonction ay (définie page 9) et on
définit la fonction s en posant

L(f,,s) = (1 - af(p)pfs)_l(l —ﬁf(p)P’s)

pour tout premier. On a donc

ap(p)=As(p)=—¢(p)p~"/? si pIN

-1

et
_Jag(pt si(pN)=1;
ﬁf(p)_{o si p|N.
On a alors dy = 2 et la fonction L de f est donnée par

L(f,s) =] [Ltfs) (2.2)
p

Grace a la majoration de Deligne (1.20) ce produit converge pour Res > 1. Grace a la
relation de multiplicativité (1.18) ce produit se développe en la série

iﬂn)n(k—l)ﬁn—s (2.3)
n=1

+o00
= Z/\f(n)n_s.
n=1

On introduit le facteur a la place infinie
-1 -1
L(foor5) Too(s+kT)Foo(s+kT+l)

= 2(2n)_(k_1)/2(27z)_sf(5 + k%l)

L(f,s)

grace a la relation de Legendre. Si Res > 1, une intégration terme a terme donne

L(fe,S)L(f,s) = zfoﬂof(iv)vw(k—l)/zﬂ

v

+00 dv
2 : S+(k—1)/2
J; f(iv)v -

(2.4a)

+00
+21kJ fls(lv)visﬂk(kil)/z% (24b)
1
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Grace a (1.4) et (2.4b) on peut alors prolonger L(f.,,s)L(f,s) —et donc L(f,s) — en fonction
entiére. D’autre part, si f est primitive, (VNz) % f(-1/Nz) = ef(N)f(z) et grace a (2.4a)
on obtient I’équation fonctionnelle

L(foorS)L(f,5) = i*ef (N)N"*2L( £, 1 = 5)L(f,1 —5) (2.5)

ou ¢7(N) est la valeur propre d’Atkin-Lehner associée a f. Le conducteur de f est donc
N.

REMARQUE 2.1 L’équation (2.3) définit L(f,s) pour toute forme parabolique. On obtient
encore une série convergente pour Res > 1. On associe alors a f 1'objet dual W(N)f
et le méme facteur a 'infini pour obtenir une équation fonctionnelle qui n’est plus
symétrique. Cette série ne se développe plus en produit eulerien.

2.2.2 Zéros des fonctions L de formes primitives On déduit de (2.4a)

L(f,s) = L(f,3). (2.6)

Les zéros de L(f,s) sont donc symétriques par rapport a ’axe réel. Grace a ’équation
fonctionnelle (2.5), ils sont aussi symétriques par rapport a l'axe Res = % Soit p un
nombre premier. Puisque Af(p) est réel, les racines de 1 - A¢(p)X + X? sont complexes
conjuguées et donc de norme 1. Ainsi, lorsque Res >0, 1 - A¢(p)p™° +p~2 20 et grace
a son développement eulérien (2.2), la fonction L(f,s) n’a pas de zéro dans la région
Res > 1. Grace a I’équation fonctionnelle (2.5), on déduit que les zéros dans la bande
Res < 0 sont les points —n — k%l, n € N. Ces zéros sont appelés zéros triviaux. Ainsi, tous
les zéros non triviaux de L(f,s) sont dans la bande critique 0 < Res < 1.

L’hypothese de Riemann permet d’évaluer des moyennes sur les nombres premiers

des coefficients d'une forme primitive. On aura besoin de la

ProposritiON 2.2.1
Supposons vraie l’hypothése de Riemann pour les fonctions L de formes primitives. Soit
N un entier et f € B(N). Soit Q >2.0n a

I
Y AP s o),
p=<Q \/l_)

La constante ne dépend ni de Q nide N ni de k.

Démonstration — La fonction L’(f,s)/L(f,s) est holomorphe sur Res > 1/2. Par dérivation
logarithmique de (2.2) on a

= be(n)/\(n)n_s (Res > 1) (2.7)
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avec
0 si A(n)=0;
bp(n)=qas(p)" +ap(p)™ sin=p"avec(p,N)=1letm>0;
Ar(p™) sin=p™avec p|N et m > 0.

On évalue déja

Y As(p)inp =) bs(p)A(p).

p<Q P<Q
Grace a I’équation fonctionnelle et a I'inégalité de Phragmen-Lindelof on a, pour o > 1/2
et t > 2 l'inégalité

In|L(f, 0 +it)| < O(In(|tkN)). (2.8)

Puisque la fonction w +— L(f,2 + it + w)/L(f,2 + it) est holomorphe pour |w| < 3/2 et
prend la valeur 1 en 0, on choisit F une détermination holomorphe du logarithme de
cette fonction telle que F(0) =0. On a ReF(w) =In|L(f,2 + it + w)| - In|L(f, 2 + it)|. Grace
au développement eulérien (2.2) et a la majoration de Deligne (1.20) on a

~In|L(f,2 +it)| < Zln(l + 4%2) = 0(1).

peP

Ainsi, avec (2.8) on a
ReF(w) < O(In([t|kN)).

Par le lemme de Borel-Carathéodory [Ten95, §11.3.6, corollaire 11.1] on déduit pour tout
€ €]0,1/2[ I'inégalité
3 3
F(w) < =In(|t|kN), |w|< 5 e
€
On en déduit
L'(f,o+it)

3 1
——————— < —In(tlkN), =+e<o<2
L(f,o +it) < I3 n(lAkN) 2+€ ¢

grace a I'inégalité de Cauchy. Pour Q >2, T > 2 et k = 1 +In"! Q, la seconde formule de
Perron effective [Ten95, §I1.2.2, corollaire 2.1] donne alors

~ 1 k+iT L’(f,S) S ds Q
I;Qbf(n)/\(n)——ﬂ . L(f}S)QT+O((1+Tln(QT))an].

Si C est le chemin formé des droites reliant les points
o 1 1 o 1 1 . .
xk—iT, §+1n Q-iT, §+ln Q+iT,x+iT
le théoréme des résidus donne

_ 1 (L(f,s) s ds Q
be(n)/\(n)_—ﬂ CWQ T+O((1+?ln(QT))an).

n<Q
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On choisit € = 1/In(kN Q). La contribution des lignes horizontales de C est en
O(QT'In(TN)In(kNQ))

et celle de la verticale en O(Ql/2 ln(TN)ln(kNQ)) d’ou, apres avoir choisi Q = T on
trouve

be ) < QV21n2(kN Q).
n<Q
Or
InQ/In2 .
Y bpmAm =) be(p)lnp+ ) ) bp(p)inp
n<Q p<Q j=2 p=QUi
d’ott

Z/\f(p)ln(p) = be(p)lnp < QV21In%(kN Q).
p<Q p=Q

On obtient le résultat énoncé par intégration par parties

> As(p) lnp [ > As(p lnp]

p=<Q P<t

Q
+L 23" Ap(p)inpdt = O(In* (kN Q).

p<t

Soit ¢p € S(R) paire ? et de transformée de Fourier

- [ pecreiax
R

a support compact [-R, R]. On définit pour tout complexe s la fonction

= J- a(x)e(xs)dx
R

Grace au théoréme d’inversion de Fourier, on a

Dlg = .

Puisque a est infiniment dérivable a support compact alors @ est entiére et, pour tout n
entier positif on a [Rud95, théoréme 7.22] la majoration

|D(s)] <<, (1+]s]) " eRIm, (2.9)

2. On dit que ¢ est une fonction de Schwartz, ce qu’on note ¢ € S(R), si ¢ est infiniment dérivable sur
R et si, pour tous entiers net £, 0 <n<{, x> (1+ x2)€¢(”)(x) est bornée sur R.
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Puisque @ est un prolongement de ¢, on la note ¢. Soit alors f € B(N). On note {ps =
Br +1iyy} la suite des zéros non triviaux de L(f,s) répétés avec multiplicité. On introduit
l'opérateur de comptage

In(k2N)
D(f, )= qu((ﬁf 5 zyf) i ]
REMARQUE 2.2 Sil’on suppose vraie I’hypothése de Riemann pour L(f,s), cet opérateur

devient
DI, ) = Z¢( M)

D’apres (2.9) on a

n(k? -
¢((/3f S Vf)1 (k N)]<<(1+|7/f|) ’

de sorte que

D(f,¢) < Z n{yrenn+1} <1

nelN*
grace a (2.1), les constantes ne dépendant que de k et N.

L’évaluation de 'opérateur de comptage se fait grace a la formule de Riemann 3

donnée dans la

PropositiON 2.2.2
Soit ¢ € S(R) paire et de transformée de Fourier a support compact. Elle se prolonge en
une fonction entiére toujours notée ¢. Soit f € B(k,N). On a

iy 1 Inp 2lnp
Dif-9) = ¢(0)+74(0)- pep (/P\(ln 2N) )\/ﬁln(k2N)
(p.N)=1
2Inp 2Inp Inln(3N)
= ) Alp ﬂln k2N) )pln K2N) +O( In(k2N) )
(p.N)=1

REMARQUE 2.3 L'intérét de cette formule est de ramener un dénombrement des zéros —
délicat puiqu’on ne les connait pas — a une évaluation de sommes finies de coefficients
de formes primitives. Cette derniere évaluation est d’autant plus délicate que le support
de aest grand.

3. Appelée ainsi parce que Riemann a prouvé une formule de méme type pour la fonction C [Rie59].
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Démonstration —* On pose

1,In(k*N)
G(S) = (P((S - 5)—n2l7'( ]

On veut évaluer

D(f,.$)=) Glpp)
Pr
Gracea (2.9)ona
s?G(s) <y 1 o] <3 (2.10)

et par parité de ¢p on a
G(s) = G(1 -5s).

Soit M > 2. On note R le rectangle dont les sommets sont les points 2 -iM, 2 +iM,
—1+iM et -1 —iM. On note F, la frontiére de ce rectangle. On note

A(s) = N"2L(fuo,$)LUS , 5).
Les zéros de cette fonction sont les zéros non triviaux de L(f,s) et, par (2.5) on a

Als) = i*er(N)A(L - s).

On applique la formule des résidus a G(s)//“,((ss)) pour obtenir >
1 A'(s)
G(p) = — G ds.
Y 6lo)= 5 |GG as
pERM M

Par symétries—>1—-sona

M AS) M A(s) (M A
L_IM G(s) As) ds—f_HM G(s) AG) dS_L 2G(s) ds.

On montre maintenant que

ds=0. (2.11)
Par (2.10) on a

+00
JM

A (2+it)
A(2 +it)

L(fu,2+it) L'(f,2+it)
L(fo, 2+it) | L(f,2+it)

dt
2

G(2 +1t)

+o00
dt < N J
M

1
+On|— |
4. Une preuve d’un résultat semblable dans le cas général du paragraphe 2.1 est donnée par Rudnick et

Sarnak dans [RS96, proposition 2.1].
5. ennotant p au lieu de py.
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Grace a la formule de Stirling on a

L'(fo, 2 +it)

< N In|t
L(foo 2+ it) KN nff
d’ou

+00

L'(fe, 2 +1it)
L(feo, 2 +1it)

. dt
lim — =
M—+c0 M tz

Avec (2.7)on a

+00

< Z’|bf(n)/\(n)|n‘2 <1
n=1

L'(f,2+1it)
L(f,2+it)
d’ou
FRIL(f, 2+ it)
L(f,2+it)

On a alors prouvé (2.11). On prouve ensuite

. dt
lim — =
M—+c0 M t2

2+iM ’
lim G(s)A18)

ds = 0.
M=+eo J_14iM Als)

La encore, par (2.10) et la majoration de Stirling il suffit de prouver

: 2|L'(f,0 +iM) do
lim R
M—+oo J_q| L(f,0 +iM) M?

=0. (2.12)

Grace a ’expression de L(f,s) en produit de Hadamard, on a [Brii95a] I'estimation

L'(f,o0+iM) 1
Lfo+iM) | b o+iM=—p +OllnM).
D’apres (2.1), il existe deux zéros p; = 1 +iy1etpy=po+iystelsque M —1<y; <y, <
M +1, |y, — 71| > In"! M et aucun autre zéro n’a d’ordonnée comprise entre y; et y,. En
remplagant M par M’ de sorte que y; < M’ < y,, on modifie M d’au plus 2 et pour tout
zéro tel que [IM’—y|<1lonalo+iM —p|> In"!' M’. Ainsi, en remplacant M par M’
(qu'on renote M) on a

L'(f,o+iM)

In2 M.
Lf,o+iM) ="

On en déduit (2.12) puis

D(f, ) = — J;Z) 2652 g5,

217t

A'(s) I’ k-1
A) =In(VN/2n) + T(S+ T)_ Z
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d’out
D(f.$)= ) H(p)
PU{oo}
avec oo
H(p)==2) (ag(p) +Bs(p))E(p/)Inp,
j=1
1 s g Iny
FOV= 30 Jyp OO s = \/_ln (N Eﬁ(ln kZN)
3 H(oo)—zm)ln(\/ﬁ/znnij L Lt G(s)ds
On a donc
In(VN/27) —~ I’( 2i k d
D(f"i’):z%‘f’(o)”fﬂ{?(l (;Zf\,)+—)¢( I nk2N) k;CN

jlnp \ _ Inp
ZZ(“f )+ By o) a(lnkZN) ]/21n(k2N)'

Par parité de ¢ on a
Ir( 2imx k dx
JRT(ln(kZN) " §)¢(x)1n(k2N) -
J'+°°£’ 2imx +E +£’_2inx +E ) dx
o | I'\In(k?N) 2) I\ In(k?N) 2 ¢ In(k%N)

On a, pour Ke(z) >0 ety € R la formule
A of [ N
r Fy_k:o y+k z+k

(Elle se montre, pour z > 0 par utilisation du produit de Gauss de I'"! et prolongement
analytique.) Elle implique

I’ 2inx k\ I’ 207X k I’k x2
|tz |t =+ =|-2—=|= | =0 ———
I'\In(k2N) 2) T\ In(k?N) 2 r\2 k21n?(k2N)

Ainsi, puisque par parité (j) Zfo ¢,ona

I’'( 2imx k dx I’(k\ $(0) 1
Jﬁ(ln(kzm +5)¢(’C)ln<k2m ( )1n<k2N> +O(k21n3<k2N>)'
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Or %(%) =Ink+ O(1) donc la contribution du facteur infini est

— 1

On estime enfin la contribution des facteurs L(f,,s). On a

jlnp \ i Inp
2 p) j
;]Zl ar(p) +Byp a(ln kZN) In(k2N)
In In
J Jinp —js2_Op
ZZ(‘V +Aip) (E(ln kZN) In(k2N)

Inp ~12_Inp
2} A
i Z 7P (T)( k2N) In(k2N)

2lnp \ _; Inp
2) (A
" ;( £(P) = xo(p ‘E( k2N) In(k2N)

ou x est la caracteére trivial modulo N. On a

1 1
ZZ ay(p) + By (p) ﬂ]np ) ]/zln(;pN)

p j=3

—3/2 1

k2N Z PT 7172 S Tn(k2N)

puis, grace a la proposition 1.4.1 on a

Inp _1p Inp 1 Inp InIn(3N)
&)( kzN) In(k’N) <ln(k2N)p|ZN« p S Tn(k2N)

pIN
“ 1 1
2lnp _1 Inp 1
/\ .
) Ml ‘}i kZN) n(k2N) ~ In(k2N)
pIN
Si t
. dx
Ll(t)— , m

le théoreme des nombres premiers sous sa forme

Blp e P; p <t} =Li(t)+ O(eVIn)

donne

2lnp Inp e 1
Eﬁ(ln K2N) )pln k2N) _L f (t)Ll(t)dHO(Il)+o(1n(k2N))
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avec
-5 2Int 2Int
In(k2N) [ tIn(k2N)
puis
+00 \/Fd 1
I, = tif'(t)|e™¢ t€ ——————-
1 L 7(0) <
Or

+00 ~ ) 1
_2J‘2 t)Li(t dt_J f(t) lnt +O(ln(k2N))

d’ou le résultat. O

2.2.3 Valeurs particuliéres en ; D’apres (2.5) si f est impaire alors L(f, —) =0 de

sorte que pour toute forme primitive f, paire ou impaire on a

(1 —ikef(N))L(f,%):O. (2.13)

Lorsque f € B(2,N), I'annulation de la valeur L(f, ) est liée au rang du groupe des
points rationnels d’une variété abélienne (voir le paragraphe 2.3.3). Il est donc intérssant
d’étudier cette annulation. Grace a I’équation (2.6), L(f, x) est réel lorsque x est réel. De
plus, le développement eulérien de L(f,s) assure que L(f,x) > 0 pour x €]1,+oo[. On
en déduit, par continuité de x — L(f,x) que, si ’hypothése de Riemann est vraie, alors
L(f, %) > 0. Il est remarquable que ce résultat soit prouvé sans recourir a I’hypothese de
Riemann suite a des travaux commencés par Waldspurger et achevés par Guo [Guo96].
Pour insister sur le caractére remarquable de ce résultat, on rappelle que pour un
caractere de Dirichlet quadratique x on ne sait pas prouver que L(x, %) > 0. D’autre part,
si f est impaire les travaux de Gross et Zagier [GZ86] prouvent que si L(f, ) = 0 alors
L'(f, %) > 0. On résume ce résultat dans le

THEOREME 2.2.3
Soit f € B(2,N) alors

et
Lf1 —():>L’f1 >0
’ 2 - ’ 2 — .
REMARQUE 2.4 Si f € B(k,N), la premiere partie du théoreme reste vraie.

On conjecture que, en moyenne asymptotique, L(f, %) #0si f est paire et L'(f, %) =0 si

f est impaire. Autrement dit, 'ordre de L(f,s) en s = % ne serait gouverné que par le

signe £(N). Cela est prédit par la conjecture de Katz et Sarnak que nous expliquons ici.
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Pour tout entier j > 1, Katz et Sarnak définissent sur R deux mesures ® v(+,j) et v(—, j)
[KS99a, proposition 7.5.5] de probabilités, supportées dans R* et absolument continues
par rapport a la mesure de Lebesgue. Si ’hypothese de Riemann est vérifiée pour L(f,s)
avec f primitive, ces zéros non triviaux sont de la forme % +iyf avec

OS)/f,l SYf2Sc

On a listé les zéros avec multiplicité. Si f est impaire, le zéro 1 est listé avec multiplicité
moins 17. La conjecture prévoit que pour tout j > 1 et pour toute fonction h: R — C
continue a support compact on ait

. 1 In(k2N) .
lim - h(yf,j—):J hdv(+, ). (2.14)

On choisit pour tout réel 0 < t <1 une fonction continue h; : R — [0, 1] a support dans
[—t,t] et telle que h;(0) = 1. On a h; > ¢( et donc

1 In(k’N) 1 . 1\
#B*(N) fe;wht(m T )ZﬂB+(N)ﬁ{f = BN L(f’z)‘o}‘

Lorsque N — oo puis t — 0 on déduit de (2.14)

1 1
lim —— B*(N); L{f,=]|=0¢=0.
Neso ﬂB*(N)ﬁ{f <BUN) (f 2) }
De méme
1 1
lim —— €B(N); L'[f,=]=0¢=0.
NS ﬂB(N)ﬁ{f ) (f 2) }
Ces faits sont exposés dans [KS99a, introduction]. Iwaniec, Luo et Sarnak ont prouvé

(en supposant I’hypothese de Riemann des fonctions L des formes primitives, mais aussi
des caracteres de Dirichlet) que

11m1nf ﬂB*l ﬁ{f € B*(N); L(f ;) # 0} 196 (2.15a)
¢ 1 15
liminf s lj{fe “(N); ’(f 2);,,:o} = (2.15b)

Iwanioec et Sarnak prouvent — inconditionnellement — la minoration (2.15a) avec > 2 au
lieu de > Z- Kowalski et Michel prouvent — inconditionnellement — la minoration (2.15b)
avec > 8 au heu de > Ils montrent avec VanderKam qu’au moins 99 % des formes

6. Ce sont les limites, lorsque N tend vers +oco des mesures de localisation de la jé(resp. j + 1¢) phase
propre de SO(2N) (resp. SO(2N + 1)) lorsqu’on les ordonne dans [0, 7t].
7. Autrement dit, on ne compte que les zéros non « évidents ».
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primitives annulent leur fonction L en % a un ordre inférieur ou égal a 4 [KMVO0O0b]. Le
lecteur est invité a se reporter a la remarque 2.10 pour des tests numériques sur cette
conjecture.

Les travaux de Gross et Zagier [GZ86, corollary (1.3)] permettent aussi de prouver
que si l'ordre de la fonction L d’une forme primitive est inférieur ou égal a 1, alors il est
stable par action de Galois. Autrement dit, on a la

ProrosiTiON 2.2.4
Soit f € B(2,N). Alors

L(f,%):tO si et seulement si L(fa,%):to Vo € Gal(Q/Q)

et

orl(/izL(f,s) =1 sietseulementsi or1</121;(f‘7,5) =1 VoeGa(Q/Q).
S= S=

On conjecture qu’il n'existe que deux orbites de formes primitives de tailles non né-
gligeables, une constituée de formes paires et l'autre de formes impaires. Est-ce que
deux formes paires (resp. impaires) appartiennent a la méme orbite ? Des évaluations
numériques de Brumer [Bru95b, §§6 et 8] montrent que pour environ 88 % des nombres
premiers N inférieurs a 10000, il n’y a qu’une orbite d’ordre pair dans B(2, N). Pour les
12 % de nombres premiers restant, il semble y avoir une orbite beaucoup plus grosse
que les autres. Nos résultats (voir le chapitre 3) montrent la

ProposiTION 2.2.5

Soit p un nombre premier. Il existe une constante C, strictement positive et un entier N,
tels que pour tout entier N > N, non divisible par p il existe f* € B*(2,N) et f~ € B7(2,N)
telles que

forbite f* > C,VInInN
et

forbite f~ > C,VInInN.

ReMARQUE 2.5 Compte-tenu des dimensions de B*(2,N) et B7(2,N) (voir le paragraphe
1.7) et des calculs de Brumer, on s’attend a pouvoir remplacer VInln N par une puissance
positive de N.

Les calculs sur les valeurs de L(f, %) et L’(f, %) se font par leur expression en séries

courtes grace au ®

LEMME 2.2.6
Soit V et W les fonctions définies par

1 k ds
V( ):—f F(s+—) e
g 2inl(§) Jo 2P s

8. Ce lemme est le point de départ de I’étude des problémes d’annulation de L(f, %) et L'(f, %).
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et ' d
1 s
W( ):—J r(s+—) e

g 2inl(§) Jo 2f ¢

Pour tout réel A > 0, ces fonctions vérifient

V(y) <« y‘A et |[W(y)l < y‘A

les constantes dépendant de A.

Pour f € B(N) on a -
)=t LS

(1_iksf<N>)L’(f,i) 21~ i (M)

l=

et

Démonstration — Soit M > 0. On note F la frontiere du rectangle défini par les angles
1+iM,-1+iM,-1-iM et 1-iM. On note

A( ) (27_()k/2N (2s— 1)/4L foo’s f s)/

Le théoréme des résidus donne alors

1 1\ds k 1

—_— A —|l—=TI(=|LIf, =)

2int ) g, (Hz) s (2) (f 2)
Or

-1+iM 1+iM
—J. A(s+l)$+J- A(s+l)E
“1-iM 2)s  Ji-im 2) s
1+iM
1
=(1 +z"<gf(N))J A(s+ —)E
1-iM 2] s
grace a I’équation fonctionnelle (2.5). D’autre part
1+iM I® NN 1+iM =
1-iM 2)s = Nt Jisim 2NVYN] s

Il reste a faire tendre M vers l'infini. Cela se fait par les mémes méthodes que celles
utilisées dans la preuve de la proposition 2.2.2. La majoration V(y) < y~4 résulte du
déplacement de contour de la ligne Res = 2 vers la ligne Res = A et de la majoration de
Stirling.

Pour l'expression de L'(f, %) on considere

I= L A(s+ L E
2im )y 2)s?
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Comme précédemment on a
(1 —ike (N))I =Réss?Als+ 1
f s=0 2/

On multiplie par %(1 - ,sf(N)) €{0,1} et on utilise (2.13) pour trouver

%(1 ik p(N)) T = (1—ikes (N))I = %r(%)(l - ikef(N))L’(f,%).

Le développement de A permet de conclure. [J

On peut alors énoncer pour les formes de B(2, N) deux formules de traces tordues
respactivement par L(f, %) et L’(f, %) Pour cela, il est nécessaire d’évaluer la somme et

la dérivée de
g(m, Zg—l -s Z d E\( )

(= d|(¢,m)
pour m une puissance de premier et s = 0.
LemMmE 2.2.7

Pour tout nombre premier p premier a N, tout entier positif ou nul n et tout complexe s
tel que Res>—-1/2ona:

‘
“

Z
I

-p" (N)
—28
(1+(1+p)1 p2sp )C (24 2s)

1\1- —2(n+1)s
g(p2”+1,s) — (1+—)1p_—p_25P_SC(N)(2+25)-

En particulier :
%(1 + l)+ 1 sin estpair;
n+

0 (N)(2 p
g™, 0) = LT ){Tl(l +lli) sinon.
Enfin : Ny
/ n _ C (2) n
g’ )—2C(N)(2)g(p ,0)+e(p,n)

ou e(p,n) est définie par :

(ST

(g + 1) sin est pair;

2
ntl sinon.

e(p,n) = —c<N><2>( )lnp{

—

LemME 2.2.8
Soit p un nombre premier. La fonction g(p", s) posséde les propriétés suivantes :



39

1. pour Res € |-1/2,+00] :

g(p",s)
'CWM2+%)«

& .
p"?  sinon;

{1 si Res > €

2. pourn>0:

1 _ 1 _ (i
(1+E)g(pn’0)p H/Z_Wg(pn 1’0)[) (n=1)/2_

1 _
e 0pT = (1 i _)C‘N’<2>ﬂp<xn>;

3. pourn>0:

1\, P T
(14-E)g(p”xnp mQ-—;pgg(p” Lo

1, _ , 1
S8 (P 0)p (112 = ¢ N) <2>(1 ) P)” Lt

avec:
n 1 n : :
=t —= sin est pair;
2 2 4
Hnm—{p pl .
—T( - E) sinon.

Démonstration — Les points 2) et 3) se font par simple calcul a partir du lemme 2.2.7 et
de la relation (1.12). On démontre 1). On a la majoration suivante :

1-— 2(n+1)s
‘ p Zp—2kRES (2.16)
Ainsi, lorsque Res > € on déduit de (2.16) :
2n+1 2(n+1)e
8Ps) b <2
C(2+ 2s) 1-p2 1-2-2¢

Lorsque Res > —1/2 on déduit de méme :

|g(p2n+1’5)

Al SRV A
C(2+2)

(2n+1)/2
p-1 P

=4
P P p

car p'=2¢ —1 > p'=2¢/4 pour ¢ assez petit. Le principe de calcul est le méme pour 2. [J
On obtient alors une formule de trace tordue par L(f,1/2) dans la
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Prorosition 2.2.9
Pour tout entier strictement positif N, tout nombre premier p ne divisant pas le niveau
N et tout entier positif ou nul n nous avons :

1

o Z L(f,%)/\f(p”) _ C(N)(Z)f(pn,o)pfnﬂ_i_Og(prl(1+s)/2Nfl/4+s)_

feB(2,N)

La fonction f(p",0) est donnée par :

ﬁ(1+ll7

n+l (1 + p) sinon.

)+ 1 sin est pair;

f(p”,0)={

Démonstration — Grace au lemme 2.2.6 et aux propositions 1.7.14 et 1.7.13 on a:

T i -

fEB(2;N)
<N1 2t V 2 ;

Puis grace de nouveau aux propositions 1.7.14 et 1.7.13 et réintégration des £ > N1/2+¢
qui interviennent de fagon négligeable, cette quantité devient :

o0 g n
-n/2 ~1/2\p-1 p n(1+e)/2 N7 3/4+
#B(2,N)p™" ;()V(zan )¢ dé )d)(N(d )+o (p /2N g)
— ’pn

Enfin le résultat s’obtient par déformation de contour sur V vers la ligne Res = -1/2+¢
et utilisation des lemmes 2.2.8 et 2.2.7. [J
On a de méme une formule de trace tordue par (1 — ik er(N ) (f,1/2) dans la

Prorosition 2.2.10
Pour tout entier strictement positif N, tout nombre premier p ne divisant pas le niveau
N et tout entier positif ou nuln on a

1

feB(2,N)
2 (ln VN

2neyf(pn,0) +f"\(pn,0))c(N)(2)p—7l/2 + Oé (pn(l+8)/2N—l/4+£).

La fonction f(p",0) est donnée par
1

F(0,0) = %(1+I—7)+1 sin est pair;
’ "_erl(1+ll)) sinon.
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La fonction ]?(p”, 0) est donnée par

— 2(@(_(}1:))(;)) (1 Tp ) %1(+% 7 )p) S estpaln
11’ 0 — Ifl’ 0 z
f(p"0)=f(p",0) 2 s _
C(N) — sinon.

Démonstration — La méthode est la méme que celle utilisée pour prouver la proposition
2.29.00

2.3 Fonction L de carré symeétrique

Dans tout ce paragraphe, M est un entier sans facteur carré.

2.3.1 Définition et équation fonctionnelle La fonction L de carré symétrique d’une
forme f € B(M) est définie pour Res > 1 par

L(sym*f,s) = cM)(2s) imnz)n-s
n=1

Pour Re(s) > 1, la fonction L(sym? f,s) admet le développement eulerien

L(sym*f ]_[L sympf

peP
ou L(symgf,s) est définie par

1

Lisym2f,s) = (1-ap(p)p™)  (1-as(p)Br(pp™)  (1-Br(p)2p™)

On définit L L
5 _ agnpfstl s+k-1 s+k\
L(symgf,s) =1 F( 7 )F( 5 r 7

Shimura a prouvé que la fonction L(sym?2 f,s)L(sym?f,s) admet un prolongement méro-
morphe qui est holomorphe sauf en d’éventuels poles simples en s =0 et s = 1 [Shi75,
theorem 1]. D’autre part, on définit

L(f xf,s) 2S)i/\f(n)2n_s. (2.17)

n=1
Grace a (1.21), cette fonction a pour développement eulerien
1

Lifxfos) =] |(1-ape?e) (1-appBrpp) (1B (pVp~)

peEP
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On en déduit
L(f % £.9) S)L(sym’f,s) (2.18)
Rankin (voir aussi le corollaire 2.3.4) a prouvé que L(f x f,s) avait un poOle simple en 1

et était holomorphe ailleurs. En particulier, (™) ayant un pole simple en 1, L(sym?>f,s)
n'en a pas . Li [Li75, §4] a prouvé que la fonction

2s
(P+(s):]_[(l—p‘5)‘1(2—\/]7\(_4) L(s)[(s+k-1)L(f x f,s)

pIM

vérifie I’équation fonctionnelle @*(s) = @*(1 —s). Grace a la formule de duplication de
Legendre, on peut récrire

@*(5) = ZEOMLlsym sy )

ou

&(s) = n—s/zr(g)as).

Supposons, par I'absurde, que L(sym?f, s) ait un pole en s = 0. Alors @* aurait un pdle
double en 0 et donc en 1 et L(sym?f,s) aurait un pole en 1; on a vu que ce n’était pas le
cas. On déduit alors de &(s) = £(1 —s) et du fait que L(sym2 f,s)L(sym?f,s) est entiere
I’équation fonctionnelle valable sur C donnée par

L(symgof,s)L(symzf,s) = (Mz)_SH/ZL(symgof, 1- s)L(symzf, 1-s5).

REMARQUE 2.6 Pourquoi ce terme « carré symétrique »? La réponse est donnée par
I'introduction d’une nouvelle structure qui permet de voir les fonctions L de Dirichlet
et de formes primitives comme des cas particuliers d'une méme définition générale. On
esquisse cette généralisation (voir [Gel97] et [Bum98, §§1.8 et 3.3]). On note A I'anneau
des adeéles de @}, c’est le sous anneau de

[ QP

pePU{c0

formé des (x,) avec x, € Z, pour presque tout 10 p € P. L'injection Q — Q) permet de

considérer le morphisme d’anneaux injectif
i Q — A
x b (xp ) pEPU{oo}

14

puisque x € Z, pour tout p ne divisant pas le dénominateur de x. On muni A d’une
topologie en donnant a un point (x,) de A la base de voisinage constituée des ensembles

9.SiM=1, C(M)(O) =C(0) = 0 et on déduit de (2.18) que L(symzf,s) n’a pas de pole en 0. Mais si M = 1
alors C(M)(O) =0.
10. C’est-a-dire tous sauf un nombre fini.
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[1,Q, ou (2, est un ouvert de Q, contenant x,, et, pour presque tout p, contenu dans
Z,. Pour cette topologie A est localement compact, Q) est discret dans A et A/Q est
compact ! [Hum80, §4.2]. Si GL(n, Q) (resp. GL(n, AA)) est 'ensemble des matrices 1 x 1
a coefficients dans Q) (resp. A) de déterminant non nul (resp. inversible dans A), I’in-
clusion i, permet de voir GL(n, Q) comme un sous-groupe discret de GL(n, A). Puisque
A est un groupe additif localement compact commutatif, il a une mesure de Haar. Soit
Z(A) ={al,; a € A*} ou I, est la matrice identité de GL(n, A) et A* est le groupe des
éléments inversibles de A. On montre que Z(A)GL(n, Q)\GL(n, A) est de volume fini
pour la mesure de Haar [JL70, §10]. Soit w un caractére unitaire de A*/QQ*. On définit
I’espace des formes automorphes paraboliques

Lg(cL(n,Q)\GL(n,zA),w)

comme étant ’espace des fonctions mesurables sur GL(n, Q)\GL(n, A) telles que

1.
f(zl,8) = w(2)f(g), Yze A*,VYge GL(n,Q)\GL(n,A)

j If(g)dg < oo
Z(A)GL(n,Q)\GL(n,A)

J;A/Q) (,H)f((l(; Iir ))dx =0, VYgeGL(n A)Vre[l,n[

Cette espace est invariant par la représentation réguliére a droite
GL(n, A) —— End(Lg(GL(n,Q)\GL(n,/A),w))
g - (f — (&' — f (g’g)))

et il se décompose en somme directe infinie de sous-espaces irréductibles invariants
[Bum98, theorem 3.3.2]. Une représentation de GL(n, A) s’écrit @ = ®,®, avec @, re-
présentation de GL(n,Q)p) (c’est un résultat de Gel’fand, Graev et Pyatetskii-Shapiro,
voir [Fla79]). S’il existe un caractere w tel qu’une représentation @ de GL(n, AA) soit
isomorphe a la représentation réguliere a droite sur 'un des sous-espaces invariants de
L%(GL(n,Q)\GL(n,[A), a)) on dit que @ est une représentation automorphe parabolique de
GL(n, A). L'intérét, pour nous, d’introduire cette notion est qu’il existe une application
bijective entre B(N) et un sous-ensemble des représentations automorphes paraboliques.
Godement et Jacquet ont associé a une représentation automorphe parabolique @ de
GL(n, AA) une fonction L(®, s). Cette fonction est donnée par

L(@,s) = ]_[L(cap,s)
p

11. La situation topologique de @ dans A est donc semblable a celle de Z dans R.
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ou, sauf pour un nombre fini de premiers et oo, L(®,,s) est de la forme

L(LDP,S) = (1 - al(p)p‘s)_l---(l _ an(p)p_s)_l.

Dans le cas ou n = 2, si @ correspond a la forme primitive f,; alors L(f;,s) = L(®@,s). Si @
est une représentation de GL(2, A) et si r est un entier positif, on conjecture qu’il existe
une représentation automorphe parabolique @) de GL(r + 1, A) dont la série L, notée
L(@'"), s) est donnée par

]_[(1 - al(p)rp_s)_l(l - al(P)r_l%(P)P_s)_l“'

P

(1 —0(2(P)TP_S)_1-

Dans le cas r = 2, si on note f pour f,, on a (avec les notations de la page 25)

@)= [(1-aspp) " (1-Brpp™)

P

D’aprés un résultat de Jacquet, la fonction @?) est le carré symétrique sym’® de o et,
on remarque que si f est la forme primitive f; alors

L(symzf@,s) = L(symZ(D,s)
d’ou la notion du carré symétrique d’'une forme primitive.

2.3.2 Lavaleur particuliére L(sym?f,1) Un interét de I'étude de L(sym?f,1) est que
l'on peut relier cette valeur a la norme de Petersson de f grace au

LemMmE 2.3.1 (k)

SOitf € B(M), on a (f,f)M = WML(S})WIZ](, 1)

Si N = LM et si ¢|L on a vu au paragraphe 1.3.1 que si f € B(M) alors f, € S(N). Le
lemme 2.3.1 est une conséquence du

LEmME 2.3.2
Soit M et L des entiers sans facteur carré et premiers entre eux. Soit {1|L et £,|L. On
pose N = LM et { = €,4,((1,6,)%. Soit f € B(M), on a

rk) v(N)M

2
22k=177k+1 V(M) L(Sym f’l)'

(€62 (fo, fr,)N = Af(0)€*v(€) !

REMARQUE 2.7 Ce lemme est dii a Abbes et Ullmo dans le cas du poids 2 et a été généra-
lisé par Iwaniec, Luo et Sarnak. La base de la preuve est la méthode de déroulement de
Rankin et Selberg.
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Démonstration — On définit

puis la série d’Eisenstein !?

La fonction s — E(z,s) a priori holomorphe pour RKes > 1 se prolonge en une fonction
méromorphe. Sur Res > % le seul pole est s = 1. 11 est simple et de résidu

4SE(z,5) =
Is{:els () tv(N)

[Miy89, corollary 7.2.11 et 7.2.17]. Soit F(s) = (E(z,s)f(le),f(€zz))N, on a

RelsF(

f& fe,)N (2.19)

D’autre part,

F(s) = J. 2,5)f (€12) f (C22)y* 2 dxdy
Dy(N)

f y5+k_2f ]_‘ (€rz)dxdy
LA (N) ¥Dy(N)

apreés changement z — y~ !z et utilisation de 'invariance modulaire. Un domaine fonda-
mental de I, étant 0 < Rez < 1, Imz > 0, on en déduit '3

F(s):ro sthk- 2J f(t12)f (€52)dxdy.
Y

On a, par utilisation du développement de Fourier de f, I’égalité

+0o0 +00

Z Z/\f np)As(ns) (1ny1,) k172

n,=0n,=0
+00 1
X L pstk=2 exp(2n(n2€2 + 1ty )y)dyj0 e((n1€1 - nzfz)x)dx

puis
F(s) = (4m) s+ k= 1)@ )2 Y A Ap(no)(m &)

nly=n,6,

12. Miyake étudie plutét la fonction EaN(z,s) = (Imz)~E(z,s). Dans [Miy89], il définit cette fonction
(contrairement a ce qu’indique I'index) en (7.2.60) et (7.2.61) page 290.

13. Cest cette méthode de calcul qu’on appelle méthode de déroulement : elle revient a « dérouler »
Dy(N) dans le domaine fondamental de I,.
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On définit deux entiers sans facteur carré et premiers entre eux

€1 et f” — €2

0 =
(€1,¢,) (€1,42)

La bijection

N 5 {(1’11,1’12) € N2;1’11€1 = 71252}

n o (nl’,nt)

permet d’écrire

F(s) = (4mt) "1 (s + k- 1)(5152)(1k)/2( L) )_S

n=1

On pose, pour (a,b) =1,

F(a,b;s) = i/\f(na)/\f(nb)n_s.

n=1

On a alors

F(a,b;s) = in—s Y Af(”zab)

I
+
8
=
&
1 3
o~
\H
—
=
QU
N R
S
~——

ainsi F(a,b;s) ne dépend que du produit ab et en particulier si € = ¢'¢”,
+00
F(€,0";s) = ZAf(ne)Af(n)n-S.
n=1

En écrivant n = mr avec (m,{) =1 et r[(* on a

F(€,";s) = Z Af(m)zm—sZaf(rmf(r)r—%

(m,0)=1 rle=

Décomposant £ = p; -+ p,(¢), on a

Zaf(re)af(r)r-s -

r|¢=

+00
1 Vet Vot Yoll)y~
D I i L
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puis, par multiplicativité de Ay,

O = Y a3 A "

(m,0)=1 pl¢ v=0

Gréce a (1.14) et puisque ({,M) =1, on a pour tout pl|¢,

+00
Z/\f v+1 /\f /\f Z/\f 2 -vs _ 5 ZAf(pv+1)/\f(pV)p—vs‘
v=0

Puisque ¢ est sans facteur carré, on déduit de la multiplicativité de A¢ que

F(Z’,é";s):Af(é)l—l(1+_) ”Z”A Vs,

pl¢

Puis, grace a (2.18)

-1
F(C',";5) = A4 (€) ]_[(1 4 i) C(M)(SS) L(sym?f,s).

pl¢

On calcule alors

’ rk)y M
RésF(s) = Ar(OCv(0) (6162)° k/2(47.()k v -

On conclut a 'aide de (2.19). O
Au cours de la preuve ci-dessus, on a montré la

ProposrTION 2.3.3
Soit M un entier sans facteur carré et f € B(M). On a

(4n)s+k—1

- (M)
L(f x f,s) = F(s+k—1)(C (25)E(z,s),E(z,s))M
Comme {M)(25)E(z,s) est méromorphe avec un pdle unique et simple en s = 1 [Miy89,
(7.2.62) et corollary 7.2.11],on a le

COROLLAIRE 2.3.4
Soit M un entier sans facteur carré et f € B(M). La fonction I'(s+k —1)L(f x f,s) est
méromorphe avec un unique péle ens = 1. Ce péle est simple.

Enfin, il est utile de controler la taille de L(sym?f,1), et, notamment grace aux
travaux de Golfeld, Hoffstein et Lieman [GHL94] on a

L(symzf, 1) +L(sym2f, 1)"! < In(kN). (2.20)
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La minoration de L(sym?f,1)~! résulte de I'absence de zéro de Siegel pour la fonction
L(sym?f,s) lorsque f n’est pas issue de GL;. C’est notamment le cas lorsque le niveau
de f est sans facteur carré, seul cas pour lequel (dans ce travail) on a défini L(sym?f,s).
Pour tout entier n > 0 et tout vecteur b € IN”, on définit I’ensemble

by--b;

2
——biy],1<i<n-1
dy-d;_4 l+1) rsn }

E,(b) = {d € N”‘l;dil(

avec les conventions N = {1}, &, (b) = {1}, £y(1) = {1} et d;---dy = 1. On a alors

+00
Lisym?f,s)" =y p\ ™ (r)rs
r=1

avec

2
—— by---b
JACENEDY Yol |
a,beN" de,(b) 1 -1

deta’b=r (d,N)=-=(d,,N)=1
(a1,N)=-=(a,,N)=1

Enfin, par comparaison des développements euleriens pour tout s tel que Res > 1, on a

L(sym®f,s)" = Zp}(r>r‘5
r=1

avec pj:(r) défini par

p]:(r/)p;(r//) Sl r= r/rIl, rllNoo, (r”,N) — 1

et
u(r)r! sir|N®;
pt(abc)y(b))\f(azbz) si(r,N)=1etr=ab>cavec u(abc)=0;
0 si(r,N)=1 et raun facteur bicarré.

On a alors, pour tout n > 0 entier

+00

Lisym*f,9)" =) p} " (rr

r=1
avec, si (r,N) =1, la définition

6= Y plarbier)-panbycptby) by

a,b,ceN"
detab’c3=r

ap---a,b b, \*
1+ayby---by,
X E /\f|:( dl"'dn—l )l
de€, (ab)

Pour tout r et tout ¢ > 0, p(in)(r) < r® avec une constante dépendant de ¢ et n.



49

2.3.3 Fonction L d’une variété Soit C une variété projective non singuliere sur Q.
Lorsque p est un nombre premier tel que la réduction modulo p de C est une variété
non singuliére sur IF, on dit que p est un bon nombre premier (ou encore que p a bonne
réduction en p). Dans le cas contraire, p est un mauvais nombre premier (la variété a
mauvaise réduction). Si p est un bon nombre premier, on note C, la réduction de C
modulo p et N, le nombre de points de C a coordonnées dans I ,«. On sait alors, d’apres
I’hypothese de Riemann pour les corps finis que si g est le genre de C, il existe des
entiers algébriques a1 (p),..., aq(p) tels que

28
Ny =1+4p"-) ai(p)"
i=1
et pour tout 1 <i < 2g, |a;(p)| = 4/p. On définit alors
_ ay(p) _ azg(P) _
LGyt <o) (1

Lorsque p est un mauvais nombre premier, la définition de L(Cy,s) est plus compliquée.
On définit la fonction L de C par

L(C,s) = ]_[L(Cp,s).
peP

Les résultats de Wiles, Taylor, Diamond, Conrad et Breuil prouvent qu’il existe un
entier N et une forme primitive de poids 2 et de niveau N telle que L(E,s) = L(f,s). Plus
généralement, on sait [Roh97, §3.7] grace au travaux de Shimura [Shi71, §7.5] que pour
toute forme primitive f de poids 2 et de niveau N il existe une variété abélienne sur Q)
notée Af, ne dépendant que de la classe de conjuguaison galoisienne de f telle !4 que

L(AJT,S): ]_[ L(g,s).
georbite f

D’apreés les travaux de Ribet [Rib80, corollary (4.2)] ces variétés sont simples sur Q. La
dimension de Af est le cardinal de 'orbite de f

dimA7 = forbite f = [Q(f): Q. (2.21)
D’apres le théoreme de Weil, on a

A?(Q) ~ A?rs ® ZrangAT.

La conjecture (faible) de Birch et Swinnerton-Dyer affirme que

521;512 L(AT, §) =rang Af

14. 1l faut la les travaux de Carayol suivant Deligne, Thara, Langlands. Voir par exemple [Roh97, theorem
5].
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et on a alors aisément

rangA; = Z S(gl;;lzL(g,s).
georbite f

Dans le cas précis des variétés A7, cette conjecture est partiellement démontrée grace
aux travaux de Kolyvagin, Logatchev, Gross et Zagier

THEOREME 2.3.5
Soit f € B(2,N)

1. siords_1/, L(f,s) =0 alors rang Ay = 0;

2. siords_1/, L(f,s) =1 alors rangA7 = forbite f = dimAf.

Ainsi, on peut calculer le rang de Af a partir de I'ordre d’annulation de L(f,s) au point

critique % et de la taille de l'orbite de f.

ReMARQUE 2.8 Ce théoreme utilise la stabilité de I'ordre d’annulation par conjuguaison
galoisienne vue a la proposition (2.2.4).

REMARQUE 2.9 a partir des variétés Agon définit

o= ] A
orbite f,f€B(N)

C’est la partie nouvelle de la jacobienne de Xy(N).

ReMARQUE 2.10 La conjecture de Katz et Sarnak, et ses conséquences, vues au para-
graphe 2.2.3 impliquent

: 1 + . _ —
I\l]%mﬂ{f €B (2,N), rangAf 750} =0

et
I\}l_r)nmmmf €B7(2,N); rang Ay # dim Ag} = 0.

Ainsi, en moyenne limite, le rang des facteurs simples de Jo(N)™" est borné. Cela ne dit
rien sur le rang des facteurs pris individuellement comme on le verra au chapitre 3. Si
on définit EII(N) (resp. EII*(N), EII"(N)) le sous-ensemble des formes f de B(2,N) (resp.
B*(2,N), B7(2,N)) telles que A estune courbe elliptique, ’équivalent de la conjecture de
Katz et Sarnak affirme qu’en moyenne asymptotique, il n’y a pas de courbes elliptiques
de grand rang (voir [Roy01la]). Néanmoins, des calculs numériques tendraient a montrer
qu’il existe une proportion non nulle de courbes elliptiques E telles que l'ordre de
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leur fonction L en % 15 dépasse 2. Les travaux de Zagier et Kramarz [ZK87] donnent
I’existence d’une famille de courbes elliptiques E,, verifiant

{1 <m < x;m sans cube, E,, paire, ord,_1 L(Ej, 1) 22} 0.2

{1 <m < x;m sans cube, E,, paire }

pour ! tout x < 70000. Brumer et Mac Guiness [BM90] ont construit une famille de

310716 courbes elliptiques dont les fonctions L admettent la répartition par ordre

d’annulation en % suivante

ordre 0 1 2 3 4
% 30,04 | 46,08 | 19,80 | 3,82 | 0,26

et Fermigier, aprés Mestre, [Fer96] a donné des méthodes de construction de courbes
elliptiques dont l'ordre d’annulation de la fonction L en % est grand. Si la conjecture de
Katz et Sarnak est vérifiée, cette conclusion serait due au fait que les calculs numériques
se font sur des ensembles finis de nombres. Cependant, il y a une différence analytique
entre la conjecture de Katz et Sarnak sur B(2,N) et celle sur EII(N). Grace aux travaux
de Brumer et Silvermann [BS96] (voir aussi [DK0O, proposition 1]) 'ensemble EII/(N)
est asymptotiquement négligeable devant B(2,N) : on a pour tout € > 0

HEII(N)

< N—1/2+6
#B(2,N)

la constante dépendant de ¢.

15. En fait, les calculs sont faits sur le rang des courbes. Sous la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer,
ce rang est aussi 'ordre d’annulation en 1/2 de la fonction L associée.
16. Une courbe paire est une courbe dont la forme modulaire associée est paire.






Chapitre 3

Facteurs simples de J,(N)

Ce troisieme chapitre porte sur I’étude du rang des facteurs des variétés Jo(N). Les
résultats de ce chapitre sont parus au Bulletin de la Société mathématique de France
[Roy00].

3.1 Reésultats

Dans ce chapitre, on prouve le

THEOREME 3.1.1

Soit p un nombre premier, il existe C, € R* et N, € N ne dépendant que de p telles que
pour tous entiers N > N,, il existe des facteurs QQ-simples X, X0 et X! de Jo(N)eV tels
que

1. dimX > CPVInlnN;
2. dimX° > CpVInInN et rang X’ =0;
3. rang X! =dim X! > CpVinInN.

En particulier, il existe des facteurs Q-simples de Jo(N)"" de rang arbitrairement
grand 1. Ce résultat ne dit rien sur les courbes elliptiques puisqu’on a supprimé la
condition de dimension qui définit les courbes elliptiques. Le premier point du théoréme
a été obtenu de fagon indépendante et par une méthode qui ne semble pas s’adapter aux
autres points par De Jong[D]].

On sait par (2.21) que si f € B(2,N), la dimension du facteur simple Af est le degré
du corps Q(f) sur Q. En particulier, le facteur de plus grande dimension est donné par
la forme de corps Q(f) de plus haut degré. En adaptant une méthode due a Serre, on
cherche, apres avoir fixé p a maximiser le degré de Af(p) lorsque f parcourt B(2,N).
Pour le point 1), le sous-ensemble considéré est B(2, N) lui méme. Pour les points 2) et

1. L'existence de variétés jacobiennes simples de grand rang est déja connue. Voir, par exemple [ST99].

53
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3), on utilise le théoréeme 2.3.5. Les sous-ensembles considérés sont alors

B°(2,N) = {f €B(2,N); L(f,%):t 0}

et
BY(2,N)={f €B(2,N); ord L(f,s) =1},

On évalue la discrépance D(N) des nombres A¢(p) € [-2,2] lorsque f parcourt B(2,N)
(resp. B°(2,N), B'(2,N)). On sait alors que dans chaque intervalle de longueur 2 4/D(N)
il y a une valeur A¢(p). Cette remarque permet de compter le nombre de valeurs dis-
tinctes de Ay(p)/p. Puisque les nombres A¢(p)+/p sont des entiers algébriques, d’apres
le théoréme 1.2.6, on en déduit une minoration de leur degré.

Le calcul de discrépance est fait par des méthodes d’analyse de Fourier. On prouve
notamment (voir la proposition 3.3.2) la

Proprosition 3.1.2
Soit p un nombre premier et € > 0. Il existe N, >0 dépendant de ¢ et p tel que siN > N,
ne divise pas p et sil est un intervalle de longueur

&

p

ﬂp(I)ZW

alors il existe f € B(2,N) —resp. f° € B°(2,N), f! € B}(2,N) - telle que

/\f(p) el, /\fo(p) el, /\fl(p) el.
Il résulte de cette proposition que I’ensemble
| (s(p), f € BN))
NeN

est dense dans [-2,2] ce qui nous a fait dire page 9 que la majoration de Deligne était
optimale.

3.2 Choix des poids

Le but de ce paragraphe est de trouver des poids sur B(2, N), c’est-a-dire des fonctions
OF :B(2,N) - R*

qui s’annulent sur les complémentaires des ensembles B’(2, N) ou B!(2,N). Ainsi, ces
poids « sélectionnent » les formes de B%(2,N) ou B'(2,N). Ils permettent de calculer des
discrépances et on les cherche de sorte que

Z Qzlir(f)/\’f(Pn) = pp(X;) + reste.
feB(2N)

2. En fait, la longueur pour pp.
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3.2.1 Choix d’un poids pour la formule d’Eichler-Selberg Si p est premier a N, on a
)(IE', (p")p~? = )(?(p")p‘”/2 = pp(X,) grace a (1.12). Ainsi, la proposition 1.7.14 donne
compte-tenu de (1.33) la

ProprosrtioN 3.2.1
Pour tout nombre premier p ne divisant pas le niveau N, tout entier positif ou nul n, tout
réel € strictement positif on a

1

#B(2,N) Z Ar(p") = pp(Xn) + Os((Pn/zN_1 +N‘1/2)(p”N)E)'

fEB(2,N)
3.2.2 Choix de poids pour L(f, %) On effectue le méme travail pour la formule de

1
trace tordue par L(f, 5)

ProrositioN 3.2.2
Pour tout entier strictement positif N et tout nombre premier p ne divisant pas N soit la

fonction Q]’i] définie sur B(2,N) par la formule suivante

L(f3)
Y (f3)

feB(2,N)

o 3)-(- 2 s )

C’est un poids, c’est-a-dire que pour toute forme f de B(2,N) on a

Q% (f) =

avec

Qk(f)=o0.

De plus pour tout entier positif ou nul n la formule de trace suivante est vraie

Y ORNAL(P") = pp(X) + O (P"NV2)2(p"N )
feB(2,N)

Démonstration — La positivité est conséquence de la positivité de L(f, %) vue au théo-
reme 2.2.3 et de la proposition 1.2.5 qui donne

2
1—/\’[—(m+l>l(\/§—1) > 0.

Y/

On prouve désormais la formule de trace. Si n = 0 on a grace a la proposition 2.2.9

: T\ ! 1 en—1/4+e
ﬁB(Z'N)feB(ZZ‘N)LP(f’E):C(N)(z)(l_1?)+O£(p N4 ) (3.1)
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Sin>1, larelation de multiplicativité de Hecke (1.18), et la proposition 2.2.9 donnent

ﬁB(;,N) )3 Lp(f’%)Af(P”FC‘N’@)(l—I%)ﬂp(xn)

feB(2N)
+ Oe ((pnN—l/Z)l/Z(pnN)s) )

Le report de (3.1) dans cette égalité permet de conclure. [

3.2.3 Choix d’un poids pour (1 + ef(N))L’ (f,%) De méme qu’on a prouvé la pro-
position 3.2.2 on prouve la proposition suivante qui propose un choix de poids pour

(1+5f(N))L’(f,%)-

ProrositioN 3.2.3
Pour tout entier strictement positif N, tout nombre premier p ne divisant pas le niveau

N, soit le poids Qﬁl(f) sur B(2, N) défini par la formule suivante

(1+ef )L’p(f,%)
Y (L+ep(N))LP(f,3)

feB(2,N)

1) (-2 )

Pour tout entier positif ou nul n la formule de trace suivante est vraie

QR (f) =

avec

Y OO (") = (X)) +

feB(2,N)

(n+1)°p~+ 1724172
(@) +(p"N "N)*
(PR N )
Démonstration — La positivité est conséquence, outre de la positivité du p-eme facteur
eulérien, du théoreme 2.2.3 et de (2.13). On prouve la formule de trace. Sin =0 on a
grace a la proposition 2.2.10

s (L) a1 - L) emaym YN
ﬁB(z,N)feB(ZZN)(l”f(N))Lp(f’2)—2(1 )CN(z)ln

X (1 + o(pllnT’;] +pr—1/4+é‘)). (3.2)
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Sin>1 on calcule

1
#B(2,N)

Z (1+ef(N))L’P(f,%)Af(p”)=2C(N)(2)1n L E(p,n)+

2me?
FeB(ZN)
2C(N)(2)E(P: n) + Oé (pn(l+£)/2N—l/4+£) ) (33)

Dans cette équation,

E(p,n) = (f(p",0)= f(p"™,0))p™2 + (£ (p",0) = f(p",0)) p~*!

et

E(p,n)= (ﬂpn’ 0) —ﬂpn_l, 0))p—n/2 + (]T(pn’ 0) _J’F(pn+1’ 0))[7_”/2_1-

Ces fonctions ont été calculées et grace au lemme 2.2.8 on a

E(p,n) = (1—1%);1,7(&1) (3.4a)
E(p,n) < n’p™"/2*e, (3.4b)

En reportant (3.4a) et (3.4b) dans (3.3) on obtient le résultat énoncé grace a (3.2). [J

3.3 Discrépance des valeurs propres de Hecke

Dans ce paragraphe, on calcule la discrépance des valeurs A¢(p) lorsque f parcourt
certains sous-ensembles de B(2,N). On a pour cela besoin de bonnes fonctions d’ap-
proximations lisses des fonctions caractéristiques d’intervalles.

LemmE 3.3.1
Pour tout [a,b] C ]-2,2[ et tout A € [0, 2] il existe une fonction infiniment dérivable Fy ,
sur [-2,2] ayant les propriétés suivantes

1. Fp,p est constamment égale a 1 sur [a,b];

2. Fpqp estnulle sur |—co,a—A[U]b+ A, +oo[ et sur R\ [-2,2];
3. Xab) S Faabs
2
4|2 Faap() = xjap(x) da| <24
5. il existe une suite réelle (F(”))nzo telle que pour toutn>1 et toutk >0 on a
|F(n)| < A™*n7* (3.5)
et telle que la série
ZF(n)Xn
n>0

converge normalement vers Fp , 1, sur[-2,2].
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Démonstration — On introduit la fonction cloche infiniment dérivable, définie sur R par

0 sit<0;
g(t) =S exp(~ppoy)  site[0,1];
0 sit>1.

On construit alors la fonction F, Aab

—_ 1 % A
FA,a,w)-WU_w g(x)dx][f_m g(x)dx].

Sia—A<-2on pose Fyu(t) = Fpap(t)site[-2,2] et Fy,p(t)=0sinon. Sib+A>2on
pose Fp ,p(t) = Fpap(t) sit €[-2,2] et Fp,p(t) = 0 sinon. Dans les autres cas, on pose
Fpap =Faqp. Cest une fonction plateau qui vérifie les conditions 1) a 4). On pose alors

b+A-t

2
Rl | FausXodp

On remarque que par changement de variable x =2cos¢ on a

TC
F(n) = %L Fpap(2cos@)singsin(n+1)pde (3.6)
1 m 1 TT
= ;L FA,a,b(2COS(p)cosn(pd(p—g‘[) Fpqp(2cos@)cos(n+2)pde.

Pour n # 0 une intégration par parties de chacune des intégrales et la majoration absolue

||F’Ala’b||00 <A™

donnent |f5(n)| < A 'n~!. En réitérant ce processus k fois on obtient la majoration (3.5).
Puisque || X, ||, < 7+ 1 on en déduit que la série

Y EmX,

n>0

converge normalement sur [—2, 2] vers une fonction F infiniment dérivable. En utilisant
l'orthonormalité des polynomes X, pour dyu,, on vérifie que

T
TC =, = . .
EF(H) = J F(2cos@)singsin(n+1)pde

0
et par comparaison avec (3.6) on trouve que F, ,; o (2cos) et F o (2cos) ont mémes
coefficients de Fourier. Ainsi Fp ,; et F coincident sur [-2,2]. Ceci prouve la derniére
assertion du lemme. [
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Les termes d’erreur impliqués par nos formules de trace (propositions 3.2.1, 3.2.2 et
3.2.3) sont tous majorés par

(n + 1)2p—n/2+e

anl/Z 1/2 Ve
nN +(p )"“(p"N)

O

Proprosrition 3.3.2
Soit Qi,(f) un poids sur B(2,N), on suppose avoir la majoration suivante pour tout
nombre premier p, tout entier positif ou nul n et tout entier strictement positif N premier

ap
Y ORNAL(P") = pp(Xs)
feB(2,N)
(n+ 1)2p—n/2+s
InN

Soit p un nombre premier. Pour tout € réel strictement positif assez petit, il existe N,
dépendant de p et ¢ tel que pour tout N > Np premier a p, tout sous-intervalle de [-2, 2]

<, +(PnN_1/2)1/2(PnN)€- (37)

de p,-longueur (In N)_ng‘E contient au moins une valeur propre As (p) associée a un
vecteur propre f € B(2,N) vérifiant Qﬁ,(f) 0.

Démonstration — Soit I un intervalle ne contenant aucune valeur propre A¢(p). On deé-
signe par F, ; une fonction infiniment dérivable a support compact dans I constamment
égale a 1 sur ] et telle que si I et I, sont les deux morceaux complémentaires de |
dans I, ils sont tous deux de p,-longueurs inférieures a A. On suppose de plus que

||F(Ak}”c>o < A%, On a alors

2
yp(I):;,tp(])+yp(IlUIZ)SJZFAdep+2A. (3.8)
Or I ne contient aucune valeur propre Ar(p) donc
Y OfFay(Af(p))=0
feB(2,N)

et (3.8) devient

2
< ) prq(f)FA,](/\f(P))—f Eapdpp|+2A.
feB(ZN) -2

On obtient alors le résultat annoncé par utilisation du lemme 3.3.3 et le choix
3

A=(nN)™ et k= {EJ +1.
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LemMmE 3.3.3
Soit p un nombre premier. Soit une suite de réels positifs {Qﬁf(f)}, soit A>0 et F une

fonction infiniment dérivable a support compact dans |-2, 2| vérifiant | F<k)“oo <L Ak
pour tout entier positif ou nul k. Pour tout entier k > 2 et tout réel € € |0, 1] il existe N,
dépendant de ¢, k et p tel que pour tout N > N, premier a p ['hypothése (3.7) implique

> NE(ae)- |

feB(2,N) -

2
Fdpu, <i. (Inp)*2(InN)*(AlnN)~*
2

&€

1%

+1nN

(1+(Inp)2(InN)>(AlnN)™*) + N77/36+,

La constante impliquée par le symbole de Vinogradov ne dépend que de k et ¢.

—_

Démonstration — La fonction F admet un développement ) F(n)X,, avec

2
F(n) = Jz FX, djico. (3.9)

Soit M > 2 a choisir. On commence par remplacer F par la série partielle

M
Fy = Zp(n)xn.
n=0

On a alors en utilisant la positivité du poids

2
y Q;;(f)p(Af(p))_j_ Fdupl< Y QUAIF-Full

feB(2,N) 2 feB(2,N)

2 2
| Y ONEu(y )= [ Fudi+ [ IF-Fulldiy. (.10

feB(2,N) -

Comme dans la preuve du lemme 3.3.1, on montre |f(n)| < 1 FATK De plus || X, |l < n
de sorte que
IF = Fupllo <k AFM 42, (3.11)

Puis, utilisant p, ([-2,2]) =1, (3.7) pour n =0 et (3.11) on transforme (3.10) en

2 &
p —kpg—k+2 p
Z QN(f)F(/\f(P))—j_deyp<<kA Mk (1+ﬁ)+
FEB(ZN)
2
Fydpy|. (3.12)
2

> (i )- |

feB(2,N) -
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On transforme ensuite la valeur absolue de droite

2
Z Qz’ir(f)FM()\f(p))_J Fadpy| <
feB(2,N) -2
o = 2
Y[Rl Y R () [ Xadh|.
n=0 feB(2,N) -2

Mais Xn(/\f(p)) = As(p") donc, grace a (3.7) et a |F(n)| <1

&

2
Z Qﬁ,(f)PM(Af(p))—J Fydpy| <. IPN ¢ (PMNV2MNE (3.13)
feB(2,N) -2 n

Puis reportant (3.13) dans (3.12) et choisissant M = Lérllri\;] on obtient le résultat énoncé

dans le lemme. [J

REMARQUE 3.1 La positivité de L(f, %) et (1 + ef(N))L’(f, %) permet d’écrire

Y ok =) ok

Sans cela (qui n’est pas connu en poids supérieurs a 2) il faut savoir majorer ZQK, (f)
ce qui est plus délicat.

2

Le lemme suivant donne une minoration du nombre de formes primitives relative-
ment a N n‘annulant pas le poids et ayant des valeurs propres de Hecke distinctes.

LemME 3.3.4
Sous les hypothéses de la proposition 3.3.2 pour tout ¢, tout N > N, premier ap on a

ﬂ{)\f (p) distinctes, f € B(2,N) | QI’z](f) 2 0} > (lnN)l_ep_g.
Démonstration — D’apres la proposition 3.3.2 tout intervalle de y,-longueur
€N — (lnN)—l-h‘ZpE

contient au moins une valeur propre A (p) avec Qi,(f) # 0. on fabrique une suite
d’intervalles ouverts disjoints de y,-longueur )y couvrant l'intervalle |-2,2 - 6[ moins
un nombre fini de points (les bords de ces intervalles) avec 0 choisi assez petit pour que
0 < pp(]2-9,2[) <y Ce choix est résumé sur le schéma suivant ou les longueurs sont
mesurées par fi,.

-2 2-62

/NN Oy <ly
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Comme la y(p)-longueur de |-2,2[ est 1,il y a

1—p,(]12-6,2[)
(InN)~ 1+ pe

tels intervalles. On a avons vu que chacun d’eux contient au moins un A (p) d’ou le
résultat. OJ

ReEMARQUE 3.2 Si les polyndmes caractéristiques des opérateurs de Hecke étaient a
racines simples 3, on pourrait remplacer (InN)!~¢ par §B(2,N).

3.4 Comptage d’entiers algébriques

On note (toujours) t¢(p) = y/pAf (p). On sait que t¢(p) appartient a 'ensemble £ (2\/;_7)
des entiers algébriques de conjugués tous réels et tous de norme inférieure a 24/p.
On suppose que tous les t¢(p) sont de degrés inférieurs ou égaux a d(N, p). Ils appar-
tiennent alors au sous-ensemble 8(2\/;7,d(N,p)) des éléments de 5(2\/[7) de degré au
plus d(N, p). Lensemble £ (Zﬁ,d(N,p)) est fini : a chaque orbite galoisienne d’un élé-

ment de S(L/f),d(N,p)) on peut associer un unique polyndome unitaire a coefficients
dans Z, de degré inférieur ou égal a d(N, p) et dont toutes les racines sont majorées en
norme par 24/p. On note 7?(2\/;_7, d(N,p)) I’ensemble de ces polynomes. Chaque orbite
contenant au plus d(N, p) éléments, on a

H€ (2P, d(N,p)) < d(N,p)iP(2vp,d(N, p)). (3.14)

LemMeE 3.4.1
Pour M > 1 etd > 2, nous notons P (M, d) l'ensemble des polynémes unitaires a coeffi-

cients dans 7. de degré au plus d et dont toutes les racines sont majorées en norme par
M. Alors ,
#P (M, d) < (6M)" .

Démonstration — Si P = Z?:o piXd_i € P(M,d) alors en notant yy,...,y,; ses racines, on a
pi = (-1) Z Y.y, (1<i<d)
1<ji<..<j;<d

Chacune des racines étant majorées en norme par M on a grace a l'expression précédente
de p; la majoration
|pi| < CiM".

3. Cette « conjecture » est trop brutale. Les tables de Stein [Ste98] montrent que l'opérateur T, sur
S(2,487) = S"(2,487) a un polyndme caractéristique dont 0 est racine d’ordre 4. Il faudrait en fait savoir
controler la multiplicité des valeurs propres.
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Un polynome unitaire est un choix de d valeurs de p; etilya 1+ 2C;Mi valeurs possibles
de p;. On majore donc le cardinal de P (M, d) par

d d
4P (M, d) < ]_[(1 4 z(f)Mi) < ﬂa(f)Mi < (6M)%’,
i=1 i=1

REMARQUE 3.3 La majoration du lemme précédent n’est pas précise. Il apparait néan-
moins impossible d’améliorer le d? en d% avec a < 2 qui est la seule amélioration utile
pour la suite.

On utilise ce lemme pour majorer §€ (2\/ﬁ, d(N,p)).

LEmME 3.4.2
Pour M > 1 etd > 2 on note £(M,d) 'ensemble des entiers algébriques totalement
réels dont tous les conjugués sont majorés en norme par M et de degré inférieur a d.

Alors ,
8 (M, d) < (8M)*" .

Démonstration — Grace a la majoration (3.14) et au lemme 3.4.1 on a

4e (M, d) < d (6M)* < (8M)™.

3.5 Preuve du théoréeme 3.1.1

3.5.1 Noyaudelapreuve On considére un poids Qzlz] sur B(2, N) satisfaisant aux condi-
tions de la proposition 3.3.2 et dont la non-nullité est stable par action de Gal(@/@)—
c’est-a-dire que Qllz](f) # 0 reste vraie si on remplace f par f° ou o est n'importe quel
élément de Gal(@/@). On note d((, N) le degré maximum des entiers algébriques t¢(p)
quand f parcourt le sous-ensemble des formes de B(2, N) qui n’annulent pas Qﬁ,. Ce
nombre est aussi le cardinal de la plus grande orbite sous Gal(@/@) des A¢(p) quand
O} (f) =0
d(Q,N) = fgg%)ﬁ{a (A (p), 0 € Gal(Q/Q)}
O} (f)=0
= max deg(/\f (p)).

feB(2,N)
QF (f)=0
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On a
#{As (p), f € B(2,N), QX (f) = 0} <#€(2yp, d(Q,N)). (3.15)

Grace au lemme 3.4.2 on majore le membre de droite de (3.15)

B4 (p), f € BN, Q8 () = 0} < (16y5) " (3.16)

Mais on peut minorer le terme de gauche de (3.16) grace au lemme 3.3.4. Ce faisant on

transforme (3.16) en
2

(InN)!"p~¢ < (16\/;7)d(Q’N) . (3.17)

Lextraction de d((, N) de (3.17) en donne la minoration

2(1-¢)InlnN ]
d(Q,N) > \/W —2e.

Si la non-annulation de QIIz] est stable par action de Galois alors en écrivant

max #{f, Q% (f°) ¢o}> max #{o(Ay(p)), o € Gal(Q/Q)}

feB(2,N) feB(2,N)
O (f)=0

on obtient la minoration suivante

max ﬂ{f" OX(f) ¢0} \/Mfﬂ—%.

feB(2,N) n(4p)
On résume ce qui précede dans le

LemME 3.5.1
Soit p un nombre premier. Soit (2 un poids sur B(2, N) qui satisfait aux conditions de la

proposition 3.3.2. On suppose de plus que la non-annulation de ce poids est stable par
action de Gal(Q/Q). On note

d(Q,N)= max #{o(As(p)),0 € Gal(Q/Q)}.

feB(2,N)
Q% (f)=0

Pour tout € strictement positif assez petit, il existe alors un entier Np dépendant de p et
¢ telquesiN > Np est premierap

HON) > \/2(1 ~¢)lnlnN

In(4p)

De plus,

o o 2(1-¢)InlnN ]
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3.5.2 Facteurs simples Si f est l'orbite d’une forme primitive f de B(2,N) sous
Gal(@/@) on a vu que la dimension du facteur Q3-simple Af est le cardinal de f. On
considére le poids défini pour f € B(2,N) par

1

QR (f) = BeN)

Il ne s’annule pour aucune forme f et vérifie les conditions de la proposition 3.3.2
grace a la proposition 3.2.1. On peut donc appliquer le lemme 3.5.1 et en déduire la
proposition suivante grace a la seconde minoration du lemme.

Proposition 3.5.2

Soit p un nombre premier. Pour tout réel € strictement positif assez petit, il existe une
constante Cy > 0 et un entier Ny dépendants de ¢ et p tels que pour tout entier N > N
premier a p il existe un facteur (3-simple X de la jacobienne J§"(N) dont la dimension

vérifie l'inégalité suivante

. 2(1-¢)InlnN
X _— 2.
dim 2\/ In(4p) I3

3.5.3 Facteurs simples de rang nul On restreint notre étude aux facteurs QQ-simples
Af de rang 0. On sait que ces facteurs Ag sont ceux associés a des formes f telles

que L(f,%) # 0 — on rappele que L(f,%) # 0 si et seulement si L( ",%) # 0 pour tout
o€ Gal(@/@). On considére le poids défini pour f € B(2,N) par

La non-annulation de ce poids est stable par action de Gal(@/Q) sur B(2,N). Enfin on a
Qi,(f) = 0 si et seulement si L(f, %) =0 donc Qﬁ,(f) # 0 si et seulement si rang Az = 0.

Grace a la proposition 3.2.2 on sait que le poids Qﬁ, vérifie les conditions de la proposi-
tion 3.3.2 et que on peut lui appliquer le lemme 3.5.1 pour en déduire la proposition
suivante.

ProrositioN 3.5.3

Soit p un nombre premier. Pour tout réel € strictement positif assez petit, il existe une
constante C; > 0 et un entier N; dépendants de ¢ et p tels que pour tout entier N > N;
premier a p il existe un facteur QQ-simple X de la jacobienne " (N) de rang O et dont

la dimension vérifie l'inégalité suivante

) 2(1-¢)InlnN ]
dim X > \/W — 2¢.
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3.5.4 Facteurs simples de grand rang On étudie les facteurs QQ-simples Af associé
a des formes f telles que L(f, %) =0et L’(f, %) # 0 — cette condition étant stable par

action de Gal(@/@) sur B(2,N). On a vu que le rang de Mordell-Weil est donné par la
formule suivante

R o
rang Az = Z s(;rlglzl;(f ,8).
aeGal(@/Q)

Ainsi, lorsque ord;_1/, L(f,s) =1 on sait que ords_1,, L(f,s) =1 et doncon a

rang Az = #f = dim Az.

On considére alors le poids défini pour f € B(2,N) par

(1+e7(N))L? (£.3)
y (1+ef(N))L’P(f,%)

feB(2,N)

Q% (f) =

Si QF (f) = 0 alors
1. soit £¢(N) = —1. Dans ce cas
(a) soit L(f,%):tOet alors ord,_y/, L(f,s) =0;
(b) soit L(f,%) =0, par (2.5) on a alors L’(f,%) =0etords_1/p L(f,s)>1.

2. soit e¢(N) = 1. Dans ce cas L’(f, %) =0 et on a la méme conclusion.
Réciproquement, si ord,_/, L(f,s) = 1 alors

1. soit ords_1, L(f,s) > 1 d'ou L’(f,%) =0 puis Qg](f) =0;

2. soit ords_1,, L(f,s) = 0 d’ou L(f, %) # 0 puis €¢(N) = —1 grace a (2.13).

Finalement, Qf:,(f) = 0 si et seulement si ord,_1,, L(f,s) > 1 et QK, détecte les formes
d’ordre 1. On déduit alors de la proposition 2.2.4 que la non-annulation de ce poids est
stable par action de Gal(@/@). Grace a la proposition 3.2.3 on sait que le poids QI’Z] (f)
vérifie les conditions de la proposition 3.3.2 et qu’on peut lui appliquer le lemme 3.5.1
pour en déduire la

Proprosition 3.5.4

Soit p un nombre premier. Pour tout réel € strictement positif assez petit, il existe une
constante C, > 0 et un entier N, dépendants de ¢ et p tels que pour tout entier N > N,
premier a p il existe un facteur Q-simple X de la jacobienne J§*"(N) de rang O et dont
la dimension vérifie l'inégalité suivante

rang X =dim X > 21-¢)nlnN _ 2¢.
In (4p)



67

Conclusion

La minoration calculée, en VInlnN est en dega des résultats attendus au vu de
I'expérimentation numérique. Les calculs de A. Brumer [Bru95b] laissent prévoir que
les facteurs de /3 (N) sont de taille comparable a la dimension de J§**(N) — au moins
lorsque N est premier.

Une des pertes d’information de la méthode pourrait avoir lieu lorsqu’on majore
le degré du corps de rationalité en ne considérant qu'un seul des coefficients qui I’en-
gendrent. Néanmoins Cohen m’a indiqué que ses tests numériques tendent a montrer
que la perte d’information est faible.

Une autre perte a lieu lorsqu’on « oublie » que les valeurs propres des opérateurs de
Hecke ne sont pas seulement des entiers algébriques mais que leurs conjugués sont tous
réels. Est-ce que les polynomes de degré d a racines toutes réelles bornées par M et a
coefficients entiers sont de densité non-nulle parmi les polynomes de degré d a racines
bornées par M et a coefficients entiers?

Sarnak m’a informé que (numériquement) la répartition des valeurs A¢(p) était
de Poisson et que l'analyse de Fourier pouvait difficilement détecter les points de
telles distributions, trop rapprochés (principe d’incertitude de I’analyse de Fourier).
Finalement, une approche plus algébrique pourrait consister a appréhender 'ordre de
multiplicité des valeurs propres des opérateurs de Hecke.






Chapitre 4

Petits zéros

Ce quatrieme chapitre étudie la répartition des petits zéros des fonctions L de formes
modulaires. Les résultats sont a paraitre a Acta Arithmetica [Roy01b].

4.1 Resultats

On a exprimé, page 35, la conjecture de Katz et Sarnak pour la statistique du j¢
zéro. On en donne une version pour la statistique des petits zéros. Soit F = (F(Q)) un
ensemble d’ensembles disjoints de formes modulaires indexé par un parametre Q. a
chaque forme f d’un ensemble F(Q) est associé un réel c appelé conducteur de f et ne
dépendant que de la famille F(Q) contenant f. Les zéros non triviaux de la fonction L
d’une forme f € F(Q) sont notés %+iyf. Sion admet I’hypotheése de Riemann généralisée,
on a Yy € R. On introduit un opérateur de comptage de ces zéros

D(f,¢) = qu(;/—;;lan)
Yf

ou ¢ est une fonction la classe de Schwartz S(R) de transformée de Fourier a support
compact. La conjecture de densité prédit, pour toute ensemble F raisonnable, l’existence
d’une distribution W(F) telle que

lim D(f,¢)=] ¢(1)
Q—o0 ﬂF fEF J\

La conjecture affirme de plus que cette fonction W(F) est la fonction de densité des
valeurs propres (correctement normalisées) d’un groupe de symétrie.
Un pas vers cette conjecture a été effectué par Iwaniec, Luo et Sarnak [ILS00] dans le

THEOREME 4.1.1
Fixons ¢ € S(R) de transformée de Fourier a support dans | — 2,2[. Alors, lorsque N

69
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parcourt les entiers sans facteur carré

1 o0
Jm s Y D= | WO,
FeBEN)

lim s Y D)= [ WO s,

—00 +
N—oo §B*(k,N) refTin
et
: 1 « impai
Jim DU 9= [ plawsOmmPiny ax
"7 feB-(k,N) o
avec
1
WO (x)=1+ 50(x),
WSO(pair)(x) -1+ sin(an)
2nex
et
impai sin(27tx)
WEOmPA (x) = 1 — === + 8y (x).

Dans ce chapitre, on fait un pas supplémentaire vers la conjecture en considérant les
ensembles de formes modulaires plus petits que sont les ensembles de formes signées.
On prouve le

THEOREME 4.1.2

Soit k et £ des entiers strictement positifs fixés avec k pair. Soit ¥ un réel vérifiant
0 < x < 1/¢. U'hypothése de Riemann est supposée vraie pour les fonctions L de Dirichlet
et pour les fonctions L associées aux formes primitives de poids k. Soit € = (€1,...,&p)
un vecteur de {-1,1}¢. Soit ¢ une fonction paire de S(R) de transformée de Fourier a
support compact dans |- 2,2[. On considére une suite d’entiers N sans facteur carré
ayant exactement { facteurs premiers py,...,py tels que N* <p; <---<py. Alors on a

1 oo
lim —— Dif.¢)= | Wp(x)dx
N—->oo ﬂB (k,N) fEB;'k,N) ‘[—oo

ou W est définie par :
siikey g, =1 alors
W(x) — WSO(pair)(x)

siikey---e, = -1 alors

W(x) — WS O(impair) (X)

ou 9 est la distribution de Dirac en 0.
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Les fonctions de densité W sont reliées a la répartition des valeurs propres des
matrices aléatoires ! (voir [KS99b] et [KS99a]). Soit A une matrice de U(N)[KS99a, AD].
Elle est équivalente & une matrice diag(e’®1),...,e?v(4) avec 0 < @1 (A) <--- < QN (A) <
27. On définit les phases propres de A par

(Pj+€N(A):(P]'(A)+27'(€, 1S]SN,€EZ

Soit ¢ une fonction a support compact, on pose

DA = ¢yl

nez

lim D(A, ¢)dpipiaarA = J WSOPA) ()b 1) dt.
N—co J50(2N) R
Autrement dit, au regard de la répartition, les petits zéros de la fonction L d’une forme
paire se comportent comme les angles propres d’une matrices de SO(2N). Pour SO(2N +
1),ona
lim D(A, §)dpittaarA = j W SOUmPain) ()¢ 1) dt.
N—co Js0(2N+1) R
Autrement dit, au regard de la répartition, les petits zéros de la fonction L d’une forme
impaire se comportent comme les angles propres d’une matrices de SO(2N +1). Pour
O(2N),on a
lim | DA )t = [ WOGIBOL
N—co Jo(2N) R

Autrement dit, au regard de la répartition, les petits zéros de la fonction L d’'une forme
primitive se comportent comme les angles propres d’'une matrices de O(2N).

Pourquoi s’interesse-t-on aux petits zéros? On peut avoir en téte de classifier les
formes modulaires a ’aide de grandeurs statistiques qui leur sont rattachées. On a vu
que, pour les petits zéros, les matrices aléatoires suggéraient une classification en formes
« de types SO(2N) » et formes de « de types SO(2N + 1) ». Dans quelle mesure les zéros
des séries L de formes modulaires se comportent-t-ils comme les valeurs propres de
matrices unitaires ? On pourrait tenter de caractériser les formes primitives par d’autres
grandeurs statistiques des groupes de matrices, par exemple les fonctions de corrélation
ou encore les fonctions d’espacement entre zéros. Cependant, des résultats d’existence
de mesures universelles nous en empéchent 2. Par exemple, considérons une matrice A
de SO(2N). Elle est équivalente a une matrice

diag(e/®114), ., diPx(A) gmimi(A)  pipn(A))

1. On appelle ainsi les matrices de U(N). L’étude statistique de ces matrices remonte au physicien
Wigner qui cherchait a modéliser le comportement des niveaux d’énergie de grosses molécules par le
spectre de matrices de U(N) quand N est grand.

2. Ces résultats, s’ils ont la beauté de l'universalité sont « catastrophiques » du point de vue de la
classification.
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avec 0 < @1(A) <--- < @n(A) < 1. Considérons ensuite une matrice A de SO(2N +1).
Elle est équivalente a une matrice

dlag(1) el(pl (A)’ ey el(PN(A)’ e_i(pl (A)’ e, e_i(pl\] (A))
avec 0 < @1(A) <--- < pnN(A) <. Soit I C [0, 7], on définit la fonction

r()=#{j;1 <j <N, ¢;(A) ).

Alors,

. lon I

pour G(N) =SO(2N) ou G(N)=SO(2N + 1). Des travaux de Rudnick et Sarnak[RS96]
prouvent que ces obstructions demeurent sur les formes primitives (et méme pour une
classe plus grande de fonctions L). Au contraire, I’étude des petits zéros est un moyen de
distinguer les formes paires ou impaires. Le théoréme 4.1.2 prouve néanmoins qu’elle
ne permet pas de faire une classification plus détaillée, a moins (peut-étre) d’augmenter
le support de (75 La statistique de la plus petite valeur propre permet aussi de distinguer
les différents groupes.

D’autre part, un interét des théoremes 4.1.1 et 4.1.2 est qu'ils sont prouvés pour un
support de (j) plus grand que [-1,1]. On se souvient que I(j)W fqu Or

WO(&) =60(&) + =

. ) 1
Wso(palr)(g) — 50(6) + EC(E)

et
W SOlimpain) (o) — 5 (&) - %C(S) +1
ou
1 si|&|<1;
C(&)=1{3% silgl=1;
0 silg]>1.

En particulier, rien ne permet de distinguer les différentes distributions sur |- 1,1[ et

dans un but de classification un support de (/j,')\plus grand que ] -1, 1[ est nécéssaire 3.

3. Agrandir le support est aussi un test supplémentaire de la conjecture. Et un défi.
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3/2
L[]
1 WSO(impair)
— + [ A S e S
1/2 Wwo
WSO(pair)
Feee =+ + +
-2 -1 0 1 2

On aura besoin des sommes de Gauss sont définies, pour tout entier m et tout

caractere modulo ¢ par
ma
G = —
=) X(a)e( : )

a (mod c)
(a,c)=1

et si m =1 on note G,(1) = G,. On a le lemme

LemmE 4.1.3
Pour tous entiers m,n,c on a

Z |G, (m)G(m)] < plc)?.

x (mod c¢)

Démonstration — Gréace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il est suffisant de prouver
I'égalité

On déduit de l'orthogonalité des caractéres modulo ¢ que cette somme vaut ¢(c)?. O
Enfin, on utilisera la conséquence suivante de I’hypothese de Riemann sur les séries L
de Dirichlet 4

4. La preuve est semblable a celle de la proposition 2.2.1.
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LEmME 4.1.4
Supposons vraie I’hypothése de Riemann sur les séries L de Dirichlet. Soit ¢ un entier et
Xx un caractére modulo c. Soit x > 2 un réel alors

p;x(p)l%f =25, Vx + O(In®(cx))

ou o, vaut 1 six = x est le caractere principal et 0 sinon.

4.2 Densité de répartition signée

Dans toute la suite de ce chapitre on supposera que les hypotheses de Riemann pour
les fonctions L de Dirichlet et des formes primitives sont vraies. Soit k et € des entiers
strictement positifs fixés > avec k pair. Soit & = (¢1,...,&¢) un vecteur de {-1,1}’. Soit ¢
une fonction paire de S(R) de transformée de Fourier a support compact dans |- 2,2[.
Soit 0 < k¥ < 1/€ un réel. On consideére une suite d’entiers N sans facteur carré de facteurs
premiers p; <--- < py tel que p; > N*. On définit les fonctions

D(¢) : B(2,N) — C
f = D(f.9)
et pour tout entier n > 1
A(n) : B(2,N) — R

On va estimer Mg(D(¢)) Grace a la formule de Riemann (proposition 2.2.2), on écrit

cette moyenne signée sous la forme MS(D(cp)) M + M, +M; + Ok(lnln 31)\7))

My = M#(1)(§10) + 56(0))
2Inp 2Inp e )
i qln k2N )pln(kZN)M (4p)

Inp 2Inp e
pN (/P\(ln k2N) )\/-m ™M (1))

Le lemme suivant permet d’estimer M,.

5. En conséquence, toutes les constantes de majoration pourront dépendre de k et £ méme si cela n’est
pas précisé.
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LEmME 4.2.1

Soit { et k deux entiers strictement positifs, k pair. Soit N un entier sans facteur carré
ayant { facteurs premiers p < --- < pg, € un vecteur de {—1,1} et k un entier strictement
positif. Alors, pour toute fonction ¢ de S(RR) a support compact [-2 + ¢, 2 — 0¢] tel que

0<60<2,
2Inp 2Inp 2 )
ME(A N
‘E(ln K2N) )pln(kZN) (A(p*)) < N7e75

ou la constante impliquee ne dépend que de 9y, { et k.

Démonstration — Par utilisation du théoreme des nombres premiers et intégration par
partieona,désquea>1letx>2

;){4% < In(ax)Vx (4.1)

ou la constante est absolue. En remarquant que a( Tn ;21111)) = 0 pour tout premier

p > (k?N)!1=%/2 et en utilisant (4.1) on obtient le résultat énoncé par utilisation de
la proposition 1.7.9. O

La proposition suivante permet d’estimer le terme Mj3.

Proprosition 4.2.2

L’hypothése de Riemann sur les fonctions L de formes primitives est supposée vraie.
Soit k et { des entiers strictement positifs fixés. Soit k¥ un réel vérifiant 0 < k¥ < 1/£. Soit
€= (¢ey,...,€) un vecteur de {—1,1}¢. Soit ¢ une fonction paire de S(R) de transformée
de Fourier a support compact dans |- 2,2[. On considére un entier N sans facteur carré
ayant { facteurs premiers py,...,py tels que N* <p; <--- < py. Alors

Inp 2Inp 1 ¢(N)
ME(A(p)) =
o zﬁ(ln KN )\/—m ey M AP = gt

(e mmialo. (2)

Démonstration — Gréce a (1.32) on écrit

14
My=Ms@)+) (-1 ) &) -e;Ms(j).

i=1 1<y <<l

Pour 0 <i < /{ et toute suite j de i éléments tels que 1 <j; <---<j; <fon a posé

Inp 2Inp b
Ms( N Z $(1n k2N) )\/ﬁln(kzN)M (ANDA(P))
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avec Nj =p; ---pj,. Pour j =0 (c’est a dire i = 0) il faut prendre Ny = 1 dans ces formules.
Le théoreme 1.7.2 permet d’écrire

M(j) := M5 (j) + M5(j) (4.2)
avec
P, . Inp 2Inp
Ms(j) = (/p\(ln K2N) )\/ﬁln(kzN)AN(p'Nj)
et

e YN v LM Inp | 2lnp ,
M3(’)‘_TLMZ: V((N o a(ln k2N )\/Eln(kzN)AM(pl Nj)-

On montre que M3(j) est négligeable dans le

l|L°o (p,

LEmMME 4.2.3
Les hypothéses de Riemann sur les fonctions L de Dirichlet et des formes primitives sont
supposées vraies. Soit N un entier sans facteur carré de plus petit diviseur premier pl,

un entier, 0 <i <{ etj unesuitel <j; <---<j; <{. Pour tout réel ¢ tel que 0 < ¢ < 50

MSe(]) Oka(l;lls)

Démonstration — Grace au lemme 1.7.3 et puisque (, M) =(l,p)=1ona

() Ap(I)As(p)Af(N;)
Am(pl? N;) = “m :
M(pl%, N; LlA;:Mﬁ%A (L)pg(Ly) v((lZij,Ll))

Le report de cette expression dans la définition de M5(j) donne

el Nj LlMl le(f)
M) < XL Bt St S — 2 AA(N;
IM ()] < N i V((Nj,L))fE%I)v(Ll)pf(m)l s

L=1
Z'A |‘ ZA( Inp ) 2lnp Ar(p)
In(k2N) | JpIn(k2N) y((12N;p, Ly )

I|L>

La majoration de Deligne (proposition 1.2.5) donne

A£(17)] W) _1eP+1) _ ew
ZfSZ =l |5 =

IIL= 1L pIL

Puisque (p,N)=1et (L,L;)=1 alors v((lzij,Ll)) = v((Nj,Ll)) puis

v((Nj,Ly))v((N;, L)) = v((Nj, LLy)).
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Enfin la majoration (2.20) donne

wp, (f) < In(eM,y)
v(Ly)ps(L1) LM,

On a alors

gt VN

N LL M, =N V((ijLLl))

L#1
X Z |A£(N;)]

feB(M;)

M3(j) <k

Z Inp \As(p)lnp
¢ In(k2N) VP

(pN)=1

Grace a la proposition 2.2.1, on a

In (p)Inp Ar( lnpA dt
Z 2p - (k2N J Z f )
Ningen) |~ o k N) Jpo

p<t
< In®N
R valant (kZN)Z_(30 et donc
6N n3 N
M5 () < Ay (N
N LLI;I' ((N LLl Z]\’/[
L#1

On écrit N; = AB avec A|M et (B,M;) = 1. Alors, grace au 4) de la proposition 1.4.1,

Af(Nj) < \(F)et (Nj,LL,) = (B,LL;) = B donc
Nz(N)In® N
< 6°MNn3N —
M3(j) <k LLZWLLI k o
1
L#1

ce qui termine la preuve. [

RemARrQUE 4.1 Clest ici le seul endroit ou 1'on utilise I’hypothese de Riemann pour les
fonctions L de formes primitives. Elle est utilisée afin d’estimer « trivialement » la
contribution des formes anciennes. En particulier, elle est inutile en poids k <10, k = 14
ou en niveau premier.

On estime maintenant le premier membre de M;3(j), (voir (4.2)). On a

Inp 2Inp
M5 (j N An(p, N;).
Z Eﬁ(ln k2N )\/ﬁln(kzN) n(p:Nj)
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On écrit, puisque (p,N;) = 1 et grace au lemme A.3 et a la définition (1.29)

. Nj 1
=S L
r=1

(4n\/pN,-)$( Inp ) 2Inp (4.3)

rN In(k2N) ) \pIn(k2N)’

On appelle L; le complémentaire de N; dans N, N = N;L;. On a (Nj,L;) = 1. De méme,
dans le but de simplifier les sommes de Kloosterman on décompose r en partie ayant
mémes diviseurs que N; et partie premiere a Nj,

(w,N]) =1.

27ik Z S(pNj, 1;rN)Ji_1
(pN)=1

r=vw, v|N]f’°,
On peut alors utiliser le lemme A.5 pour écrire
S(pN]-, l;ijij) = S(pNjw_sz, l;ij)S(pizﬁ]-, l;ij).
Si (v, N]-) > 1 alors (pNjw_sz,v,Nj) > 1 et, d’apres le lemme A.10
S(pN;wL;’, 1;uNj) =0,

on peut donc supposer (v,N;) = 1. Comme le]fx’, on peut supposer v = 1. On peut alors
récrire (4.3)

My =YYy L

N w
(W,NJ):I
47t\/pNj In 2In
-k i J p p
2mi* ) S(pNj,l,wNij)]k_l( N )$(1n(k2N))@1n(k2N)' (4.4)
(p.N)=1

Le lemme A.11 donne

N
Mg(,-):_ﬂ (N;

(w,N;)=1

o 47t,/pN; Inp 2Inp
27 Z S(PNj,l;ij)]k—1( )‘75( 2 ) 2N)
e wN In(k“N) /4/pIn(k*N)

Par les majorations du lemme A.13 et (B.1) on a la majoration

VN;j 1 —
J -k X
T Z ;27’(1 Z S(pN],l,wL])x
leanszLi (p,N)=1
('U/,N]):l

41t,/pN;j Inp 2lnp 5
N-%,
J "1( wN )&;(ln(kzN) ) VPIn(k2N) KT
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REMARQUE 4.2 Si k > 4, cette troncature des grandes valeurs de w n’est pas nécéssaire.
En (4.6) on peut en effet utiliser (B.1) au lieu de (B.2).

On transforme alors (4.4) en

MG =Y Y Lonit Y s 1t

N w
wslzan]?Lj (p,N)=1

(w,N]):l
4m\JpN; Inp 2Inp 50/2
]k‘l( wN )(/P\(ln(k2N))\/ﬁln(k2N)+O(N )

Par intégration de Stieljes par parties et utilisation du lemme A.17 on écrit

N 1
Py NI
M3(])—TV(N;') Z e
w<12knN}L;
(W,Nj):l
Areik J“’( HwLj) 3 )
_ 2u(wL;)———+Vx+ Ol@(wL;)In" wN
{2 ,)(p(ij)«/_ (p(wL;) )

In(k2N)
47 XN] Inx —50/2
d(]"‘l( wN )Eﬁ(ln(kzN))]Jro(N )

Il résulte de la condition sur le support de N qu’on peut restreindre les variations de
la variable d’intégration a N~2*% < x <, N27%. On a utilisé ce fait pour simplifier le
terme d’erreur. On définit

e Amit (% 3 47t,/xN; Inx
= hen) L OfpwL;)in’(wN ))d(]"‘l( wN )a(ln(kzN)))'

Par calcul de 1’élément différentiel, on obtient

K
Qf = 4LO((p(ij)ln3(wN))

In(k2N)
oo 27'(\/Vj , 471t XN] Inx
J;) (wNv%]“( wN )%n(kzm)

1 470\ xNj\~( Inx
+ xln(kzN)]kl( wN )(P (ln(kzN) )]dx

Le support de ¢ étant [-2 + &, 2 — 5] on a la majoration

Q< (p(ij)ln3(wN)

) 47‘(‘/XN]' wN
k-1 ‘ +

R
Ll { ] wN

_ (4n xNj)'}27z\/ﬁjdx

21t4/Njx S Y wN+/x
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471\/_

ol R = (k?N)?7%. On effectue alors le changement de variable p =

pour obtenir

VA
Q< (p<wL,~>1n3<wN>f 0L )+ %uk_uyndy

ou

4rik? 00 :
7 = ”w NN~/ (4.5a)
et aes
4rck=<*%  —

Grace a (B.3) et (B.4) on exprime l'intégrale en combinaison de fonctions | de Bessel

Z
Q° < <p<wL,->1n3<wN>f e )+ Uit @) + (@)l d. (4.6)

Gréce a (B.2) on obtient alors

Q° <k p(wLj)In®(wN) INjw 'N™? < L; \IN;N /3

puis

N 1 i

] _ e —50/4:
N Z - Q< N .
wSleTrszLj
('U/,N]):l
On a alors
/N 1 ]
. j _
MEG) = YA HN) ) —QP 0N
wSleT(szL]-
(W,Nj):l

avec

4rik p(wL;) 47 [xN;
P= ——— 2u(wLl;)———vxd| Ji_
0= iy Jy 2 ot V| 1( wN )‘E(ln(kzm
On effectue une nouvelle intégration par parties sur I'intégrale de QP et le changement

471\/_

de variable y =

pour obtenir

21r1 dy
Qp=—2ik J A( ]]k O e m(k2N)

Gréce a (B.2),on a

Nz(Lj) (W) \-80/2

Qp < wl;J\ZU ( )|d <, —
k N/VJ(P(WLJ') . -1\YNAY <k L; w
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avec Z et z comme en (4.5). Ainsi,

N
E Z lQp <

N . IN.
w212k7zN].2ij NL] N]

et on peut réintégrer les grandes valeurs de w

N,
M§<j>=%y(Nj> Y QP+ O,

(W,N]):l

On transforme ensuite I'intégrale intervenant dans I’expression de QF. Pour cela, on
remplace ¢ par son expression en ¢ pour obtenir

21
f s — BT ay
1y n(k2N) |In(k2N)

it
© wN n(k2N) [ dint dt
= B " In(k2N) d

L—_m o (47@/ ) o1 YIn(kN

Enfin, grace a (B.5) on obtient apres avoir posé x =

N)
t
In(k’N)

_wNy

TN ) dy
J fealy ‘/f’{ In(k2N) )m k2N)

X.

J ¢(xIn(k>N 271\, |G i)
wN

F(% + 2i7x)

Si w et L; ne sont pas premiers entre eux, alors /u(ij)2 = 0 donc on peut supposer
(w,Lj) =1 qui conduit a (w,N) =1, ]J(ij)z = u(w)? et p(wLj) = @(Lj)p(w). Ainsi, on
obtient

N
Mg(]'):—zikf(;((L;; Z p(w)

dimx r(% - 2inx)

® 2 2n —5y/4
Loqs(xln(k N))(ij\/ﬁj) R 2imn dx + O(N~9/4),

On pose




82

Cette série converge pour Res > 0. On a alors

Pia .kP‘(Nj) .
M5 (j) = -2i —(P(Lj)grg)

27 )4inx r(5 - 2inx)

® 2 : —5y/4
J:ooqb(xln(k N))(Lj\/ﬁj T(%+2inx)y(4znx+e)dx+O(N ). (4.7)

Or B
v =[] (1+ p_l):ﬁ(s)C(s+l)a(s)
(p.N)=1 P
avec i
g = ][1+25)
pIN p-1
et )
_ p-p~
a(s)_U(H p(p-1) )
Or,
a’(O)_ Inp
a(0) _;p(p—l) =0
donc

a(s)=1+0(s)

uniformément pour |s| < % —¢&. De méme

B0 _ Zlf‘_P = O(Inln(3N))

pIN

et §(0) = # donc
_¢(N)
B(s) = T(1 +O(sInIn(3N)))
uniformément pour |s| < 1. On a alors

P(N)

~ (4.8)

(s) = N O((P(N)lnln(3N))

N

uniformément pour |s| < £ — . D’autre part, d’aprés (B.6)

I'(% + 2imx)

F(§—2inx) (k
2

—4imtx
E) (1+0x(x))
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uniformément pour |x| < ﬁ —& =A. Apres changement de x en —x et par parité de ¢ on
obtient enfin

. 2 P(N) u(Nj) o0
4 \H dx InIn(3N)
o Bt I

REMARQUE 4.3 En toute rigueur, pour appliquer (4.8) il faut couper l'intégrale de (4.7)

en
J‘ 1 ! J 1
|X|<(4TC) A |x|>(47z) A

Mais, la seconde intégrale est inférieure & une puissance de In(k>N) aussi négative que
voulue puisque ¢ € S(IR). On peut donc sans souci © la soustraire de (4.7) pour la rajouter
a (4.9). Puisque ¢ détecte les petits zéros, cela n’a rien de surprenant.

On pose
o~(egm) ()
47, [N; 4r
Alors
—4imtx
© 4r dx
2 _
jOO(j)(xln(k N))(ij\/Vj) Py T
© dx
2
J:oo(j)(xln(k N))cos(annQ)€_4inx

dx
e—4imtx

+i Jm $(xIn(k>N))sin(2rxIn Q)

Le changement de x en —x dans la premiere intégrale montre qu’elle est réelle (¢ est
paire) et égale a sa partie réelle. Ainsi, en posant y = x/e on a

on (P(Xln(kzN))( 4 )—4inx dr ]
o0 kL;j\/N; € —4imx
N d
j_w¢(y€ln(k2N))cos(2nyeln Q)m
- J‘x’ ¢(x1n(k2N))sin(27len Q)#

6. En utilisant la majoration (1 +it) <4 In|t| pour || > A.
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et
4imtx
dx
li In(k? —=
él—l;r(l)‘I\ (pxnkN(kL,/ ) e—4dimx
InQ \ dx
———J ¢(x 51r1(27'(x1 0 N))an-
SiN =N;j,
InQ \ dx ©
< .
Sm(znxln(kzN))2nx < J_oo |p(x)|dx

On déduit alors de (4.9) que sij = (1,...,¢) alors L; > p; et

1 InIn(3N)

p—l+m, ]:t(l,,€)

Mh(j) <
On conclutsi N =N jen utilisant

InQ 1
f P (x sm(2r(x rllczN )an j ¢(x)sin 27'(x) O(ln(kzN))

qui se voit en calculant la différence des deux intégrales. [
On déduit le théoreme 4.1.2 du lemme 1.7.10 et de la proposition 4.2.2.




Chapitre 5

Statistique de L(sym?, 1)

Ce cinquiéme chapitre étudie la statistique de L(sym?f,1). Les résultats sont a
paraitre a Mathematische Annalen [RoyOlc].

5.1 Reésultats

Soit x un réel, 0 < k <1 et N 'ensemble des entiers sans facteur carré N de plus
petit facteur premier p;(N) > N*. On étudie dans cet article la variable aléatoire qui
associe a une forme f de I'ensemble B(N) des formes primitives de niveau N la valeur
en 1 de la fonction L associée au carré symétrique de f, soit

L(sym?,1) : B(N) — R
f = L(sym?f,1)

lorsque N parcourt . On montre que ces variables aléatoires admettent une variable
aléatoire limite L(sym?, 1), dont on calcule les moments dans le

THEOREME 5.1.1
Soit n > 1 un entier. Soit

Alors, lorsque N parcourt N il existe un réel M,, tel que

lim M,(N)=M,.

N—o0

On définit pour tout b € N" ['ensemble

Eq(b) = {d € N”‘l;dil(dbl b

2
m;biﬂ) ,ISiSn—l}
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puis pour tout r > 1 entier

beN"  de&, (b)
detb=r detd=detb

On a alors

—_

r=

La variable aléatoire L(symz, 1) admet lorsque N parcourt N une variable aléatoire
limite L(sym?,1),, dont le moment d’ordre n—1 est M,,. En particulier, 'espérance de
L(sym?, 1)y, est

E[L(sym* 1) = C(2)?

et sa variance

Var[L(sym?, 1) ] = - 1] ~ 6,908.
On a fait les conventions N° = {1}, & (b) = {1} et d; ---dy = 1.

La preuve utilise crucialement le fait, prouvé par Gelbart et Jacquet, que la fonction
L(sym?f,s) est la fonction L d’une forme automorphe de GLj3 et la théorie de la convolu-
tion de Rankin-Selberg pour ce groupe. Par des techniques dérivées du grand crible et
utilisées par Luo et Kowalski-Michel on exprime L(sym?f,1) comme un polynéme de
Dirichlet court en moyenne. Ce résultat est analogue et a été inspiré par les travaux de
Luo [Luo99] dans le cas des formes de Maaf3 pour SL(2,7Z). En particulier, les moments
sont les mémes. On obtient un encadrement plus précis des moments que celui obtenu
par Luo dans le

THEOREME 5.1.2
Pour tout entiern > 2 on a
InM,, = 3nlnlnn+ O(n).

En fait, ces techniques permettent également le calcul (inspiré par un travail ultérieur
de Luo [Luo00]) des moments négatifs.

THEOREME 5.1.3
Soit n > 1 un entier. On définit pour tout r > 1 entier

moa()= ) plarbier) planbuc)u(br) - plb) x )L
a,b,ceN" de&, (ab)
detab®c3=r detab=detd

Le moment négatif d'ordre —n—1 de L(sym?,1),, est donné par
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ReMARQUE 5.1 Avec la convention £y(1) = {1}, ce théoréme reste valable pour n = 0. Voir
la remarque 5.3.

Enfin, soit ¢ un nombre premier, on considére L(‘”(symz,l), la variable aléatoire
obtenue de L(sym?,1) par division par le g-iéme facteur eulerien (voir (2.3.1)) et on
prouve le résultat d’indépendance

ProprositiON 5.1.4
Soit ¢ un nombre premier. Les variables aléatoires limites, lorsque N parcourt N en
restant premier a q, des variables aléatoires

Ag) : B(N) — R
f = Asq)

et L(Q)(sym2, 1) sont indépendantes.

On rappelle que deux variables aléatoires sont indépendantes lorsque la fonction de
distribution cumulative du couple qu’elles forment est le produit des fonctions de
distribution cumulative de chacune d’elles.

5.2 Preliminaires probabilistes

Les notions de probabilités nécéssaires a ce préliminaire sont, par exemple, données
dans [Bil95]. Soit N un entier sans facteur carré. On considere la mesure définie pour
toute partie A de B(N) par

HA
On étudie la variable aléatoire
L(sym?,1) : B(N) — R

f — L(sym2f,1).

La fonction de répartition cumulative associée a cette variable aléatoire est définie pour
tout réel x par

1
Ry(x) = 7——H#{f € B(N); L(sym?f, 1) < x}-
¥(0) = gl € BN Lisyne®f, 1) <
Les moments de la variable L(sym?, 1) sont donnés pout tout entier n par

1
M,(N)= —— L(sym?f,1)""L.
(N) ﬂB(N)feB;W (sym*f,1)

On a, pour tout réel a > 0 et tout entier positif n 1’'inégalité de Markov

Mn+1(N)_
an

mﬁ{f & BN); L(sym?>f,1) > a} <
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Notre but est de montrer qu’il existe une fonction de répartition cumulative R qui
soit limite faible des fonctions Ry lorsque N parcourt I’ensemble N. On dit que Ry
converge faiblement vers R lorsqu’on a

lim Ry(x) = R(x)

N—oo
en tout point de continuité x de R. On rappelle que toute fonction croissante, continue a
droite de limite nulle en —oco et 1 en +oo est la fonction de répartition cumulative d’une
variable aléatoire. On notera L(sym?, 1), la variable aléatoire de fonction de répartition
cumulative R et de mesure de probabilité y. Les moments de cette variable sont les réels

M, = j x"ldp.
R

Pour prouver l'existence de R on utilisera le critéere donné par le

LemME 5.2.1
Soit (Ry)n une suite de fonctions de répartition cumulative de moments (M, 5 )n. On
suppose qu’il existe une suite (M,), telle que M, 5y — M, lorsque N — co. On suppose
que la série

+00

M .
3 Moty
n=0

a un rayon de convergence non nul. Alors il existe une fonction de répartition cumulative
R telle qu’en tout point de continuité x de R on a

lim Ry(x)=R(x).

N—oco

D’autre part la suite (M,,),, est la suite des moments de R.

REMARQUE 5.2 Ce lemme résulte du critere d’'unique détermination des fonctions de
répartition cumulative par leurs moments (voir [Bil95, théoreme 30.1]), et du théoreme
de Helly (voir [Bil95, corollaire du théoréme 25.10]).

5.3 Moments

5.3.1 Calculs On calcule les moments positifs et négatifs de la variable aléatoire
L(sym?,1). Dans toute la suite, on considére des formes primitives de poids fixé et de
niveau variable. En particulier, les majorations peuvent dépendre du poids sans que cela
soit indiqué. On donne la version du lemme 1.7.4 qu’on utilisera. Elle s’en déduit grace
au lemme 2.3.1.
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ProrositioN 5.3.1
Soit N un entier sans facteur carré et m et n des entiers tels que (m,N) =1 et (n, N?)|N
alors

! ArmAs(n) 1 s
HBN) G, Lisym?f,1) ot = O(N Ve N3t

+ (mn)1/4(n,N)_1/212(N)¢(N)_1T3((m,n))ln(2mnN)).

REMARQUE 5.3 En choisissant m = n = 1, cette proposition donne le moment d’ordre —1
de L(sym?,1) sans condition sur le plus petit facteur premier du niveau.

Pour tous entiers r > 1 et n > 0, on définit les entiers

my(r) = Z Z 1

a,beN"  de€&, (b)
deta’b=rdetd=detb

et
moa(r) = ) plarbier)plagbyc,)pu(by)p(by) ) L

a,b,ceN" de&,(ab)
detab’c3=r detab=detd
On pose ensuite
+00
1 My (7)
r=1

REMARQUE 5.4 Sin>0,0na

+00 m (7’) +00 ﬂ? (1’)
n — n n
b0 gy
r=1 r=1
avec
M=) ) 1
beN" de&,(b)

detb=r detd=r

On a alors le

THEOREME 5.3.2
Pour tout n € 7, tout entier N > 2 sans facteur carré et tout réel 0 < € < ﬁ ona

1 2 n _ —€ N* .
—IiB(N) fGBZ(N)L(sym L)' =M, + O(N + Pl(N))

La constante impliquée par O dépend de ¢ et n.
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On énonce plusieurs lemmes dont découle la preuve du théoréeme. Si 1 > 0 est un
parametre fixé suffisament petit, on définit 'ensemble B*(N;#) par

{feB(N);L(symzf,s);tO, Vs:o+it,a>1—17,|t|§1n3N}

puis le complémentaire B~(N;#) = B(N)—B"(N;#). On a le lemme suivant d a Luo dans
le cas des formes de Maaf3 de niveau 1 et a Kowalski-Michel [KMO01, théoreme 1] dans le
cas général

LemME 5.3.3 (LEmMmaA 1, [Luo99])
Il existe b > 0 tel que pour tous N > 2 sans facteur carréet(0 <y < ﬁ on a la majoration

#B™(N;n) < NI

ou la constante de majoration ne dépend que de 1.

Si 0 < a <1 estun parametre fixé et si x = N on définit

exp(—r/x).

On a alors le

LemME 5.3.4
Pour tout entier N > 2 sans facteur carré et tout entier n > 1; pour tous réels ¢ et 1,

0<en< 11W etx =N avec 0 < a <1; pour toute forme f € B*(N;n) on a
L(sym?>f,1)*" = w}i"’(x) + O(NEX2),

La constante impliquée par O dépendde ¢, 1, a et n.

Démonstration — Si y est le chemin reliant 1 —ioco, 1 —iln®N, —g —iln?N, —% +iln®N,

1+iIn*N et 1+ioco on a pour s € y la majoration
L(sym®f,s+1)*" < N°¢

grace a [Luo99, lemma 2] et [Luo00, lemma 6]. En remarquant que w}in)(x) s’écrit

(xn) 1 2 +n s
= — L ,5+1)7"°T
Wy (x) i J;1) (sym“f,s+1)*"I'(s)x>ds
on conclut par le théoreme des résidus le long du contour délimité par y et la droite
Re(s) =1 et la majoration de Stirling. [J

On déduit ensuite de la proposition 5.3.1 le
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LemMmE 5.3.5
Pour tout entier sans facteur carré N > 1 et tous entiersr > 1, (r,N)=1 etn >0, pour
toutréele >0 on a

1 s
. +0 N—1/2+& 1/2+¢ )
feBZ L synﬂf 1)~ gy e O

La constante impliquée par O dépend den et .

On a aussi le

LEMME 5.3.6
Pour tout entier sans facteur carré N > 2 et tout entier n > 1 ; pour tous réels € > 0 et
0<a<1/10,six=N% ona

) +00

1 My (7) ef 1 -1/8
Z L 5ym2f 1) C(2)Z r +O(N (Pl(N) o )]

feB r=1

La constante impliquée par O dépend de a, € et n.

Démonstration — On a

) 0 (&n)
y +Zexp(—r/x) y o .
P L symzf 1) L T &R L(sym?f,1)

La contribution des r non premiers a N est majorée par

exp( pr/x (rp N*¢
ZZ Z Lsym2f1 <ﬂB(N)P1(N)'

pIN = feB(N

Le lemme 5.3.5 donne alors

: M 12412, NS ‘
Z L sym2f1 C(2) Z . min(r)+O(N X +p1(N)

feB (r,N)=1

On réinsere les r non premiers a N car m,,(r) < r® et on termine grace a

+Z"’exp(—r/aom (1) = Z"’ Man(t) | o18)
r=1 r - r=1 r

qui résulte de ce que m,,(r) = 0 s’il existe un nombre premier p||r. O
On a alors, grace a (2.20) et au lemme 5.3.3

1 - 1 L(sym?f, 1)1 by+e-1
— L(sym?f,1)*" = —— + O(N™1T77)
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puis, grace au lemme 5.3.4

Cl)(in-%—l)(x)

1 +n 1 f e(ngbn-1 -1/2
e Y Lsym?f ) = Y L O(NE(NVIT 4 72,
BBN) L BBIN) b, Lisym? 1) ( )

(J_rn+1)(

Grace a la majoration w Xx) < N¢ on peut de nouveau introduire les formes de

B7(N;1). On obtient alors grace au lemme 5.3.6

o Z Lisym?f,1)*" = Cl )imin+l(r) +O(NS(Nbr]71 +xq/z+%)).

BBIN) L Q4 1 PN

On a ainsi prouvé le théoreme 5.3.2.

5.3.2 Expression combinatoire des moments positifs Soit n > 1. La fonction r -
i1, (r) est multiplicative. Le moment M,, est donc déterminé par les coefficients 7, (p’).
On rameéne I’étude de ces coefficients a un probleme combinatoire grace a la récriture de
la définition de 7i,(p’) dans le

LemME 5.3.7
SoitneN,n>1,peP etieN.Onam,(p')=

BeN"5eN"1;
i trp=tré=1i,
O¢ <2min(fy + -+ e — 01— =01, Pes1) 1 SC<n—1

De plus, i1ty (p') = 6(i, 0).

En particulier, 7i,(p') ne dépend pas de p et on définit

my ;= mn(pi)
de sorte que
+00
M, =@ D maip™ (5.2)
peP i=0
On déduit du lemme 5.3.7 une majoration des coefficients m, ; donnée dans le

LeEmME 5.3.8
Soitn > 2 eti > 0 des entiers. On a

i< ) (2B + 1) (2B, +1).
BeN"
tr B=i
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Démonstration — 11 suffit de remarquer que, pour tout 1 <{<n-1ona0<06,<2pp1-
Il'yadonc (2,+1)---(2B, + 1) choix possibles de vecteurs 8. [

REMARQUE 5.5 Pour ne pas briser la symétrie du role des coordonnées de f on utilisera
plutot la majoration (impliquée par le lemme)

My < ) (2Br+1) (2B, +1). (5.3)
BeN"
tr B=i

Cette majoration demeure pour n = 1.
On obtient aussi une minoration dans le

LemME 5.3.9

Il existe une entier iy tel que pour tout entier n > iy et tout entier igp < i < n on a
My > C;3i[1+0(1/\ﬁ)],

Démonstration — Soit 0 < i < n. Dans la valeur de m, ; donnée au lemme 5.3.7, on
regroupe les vecteurs  en sous-ensembles de § ayant exactement k coordonnées nulles
pour tout entier k. Grace a la condition sur tr 8, on peut se restreindrean—i <k <n-1.
On obtient ainsi une partition de 'ensemble des B (cet ensemble étant la projection sur
N" de I'ensemble définissant m1,, ;) en sous-ensembles notés £(n,i;k). a chaque vecteur
de &(n,1;k) on associe I'ensemble F (B, i) des vecteurs & associés a B ainsi que le vecteur g
de £(n—k,i;0) formé a partir de B en supprimant toutes les coordonnées nulles. Chaque
coordonnée S, nulle impose une coordonnée d,_; nulle (et f; = 0 impose 6; = 0), ainsi,

F(B;1) est en bijection avec F(f;1). Pour tout entier 7, on note m ; le cardinal de

Be(N-{0}),6 N1
Br+-+p =1,
O¢<2min(fy +--+Pr—01——0¢_1,Pes1) 1 <C<r—1
61+"'+5r—1 =1

On a alors

n—1 i

_ k = _ v

my, ;= > Caty ;= > Cym, ;.
k=n—i r=1

Par positivité, on a
My, i > C,qu;i. (5-4)

On minore maintenant n1; ;. Le seul vecteur § intervenant dans le calcul de m} ; est le
vecteur dont toutes les coordonnées sont 1. On vérifie de plus que la condition sur tré
et la condition

0<0j 1 <2min(fy +---+ fi1 =01 =+ = 0i-2, Bi)
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imposent 0;_1 = 2. Pour tout vecteur o et tout entier £ on note sy =€ -9 —---—0,_7. 1l
nous faut donc trouver 04,...,0,_, tels que s;_; =1 et

0<0,<2min(sp, 1), 1<€<i-2. (5.5)
On a toujours oy € {0,1,2}. Les coordonnées o, = 0 interviennent « positivement »,

les coordonnées 6, = 1 interviennent « de facon neutre », et les coordonnées 6, = 2
interviennent « negativement » au sens ou 'on a les implications

(5g=0 = Spe1 =Sp+1
or=1 = S¢+1 =S¢
op=2 = Spe1 =S¢ — 1.

On définit &; comme le plus petit entier supérieur a Vi et I'entier j tel que (3] + 2)¢; <
i—2<(3j+5)¢;. On place les coordonnées de 6 sur un axe et on résume la fin de la
démonstration sur le schéma suivant.

1 &; 4¢; (3j+2)€i i—-2
[ ] ] ] ]
[ ] I— | —

&; coordonnées =0
&; coordonnées = 1
&; coordonnées = 2

tous nuls

On choisit 6; = --- = 6., = 0. On a alors s, 1 = ¢ + 1. Puis, parmi 6;,1,...,04¢, ON
fixe €; coordonnées égales a 0, ¢; coordonnées égales a 1 et ¢; coordonnées égales
a 2. La condition (5.5) est ainsi satisfaite pour ces coordonnées. On a sy, 41 = & +
1. On fixe 64¢,41,.--,07¢, de la méme facon puis on répete le processus jusqu’a avoir
fixé 0¢,,...,0(3j+1)e;- On a alors 53j,1),41 = € + 1. On a alors a choisir i —2 - (37 + 1)¢;
coordonnées dont la somme est i — 2 — 3j¢;. On choisit alors ¢; coordonnées égales a 2
et les i — 2 — (3 + 2)¢; restantes égales a 1. On a ainsi construit (C;;C;’g)] vecteurs 6
satisfaisants. Or d’apres la formule de Stirling on a L

. 3 33¢i 1
Csi Cop = V3 [1 + o(—)]

21 & &

doum;, > 3il1+0(1/Vi)] Le résultat du lemme s'obtient alors grace a la minoration (5.4). J

5.3.3 Encadrement La majoration (5.3) de m,; donne la majoration suivante des
moments

PropositioN 5.3.10
Pour tout entiern > 2 on alnM, < 3nlnlnn+ O(n).
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Démonstration — On déduit de (5.3) la majoration

nji (2 1 28,+1)
Zm ZZ ﬂl-i— pﬁ/f+

i=2 eN"
tr B=i

D’autre part, m, ; = 0 d’ou

+00 +00 n
Zmn,i<(zzﬁ+1] _3_1’1.
el Y~ p

On déduit de (5.2) la majoration

My <" ]

peP

(d+pH)" 31]
(I-p71)>» p

On conclut grace a

—-1\n
I_[ ((11 +p 1))2n < (In )30
_p_

psn

(L+p™H)*  3n n? "
A N G R

et

[

p>n

Le lemme 5.3.9 donne alors la minoration des moments suivante.

ProrositiOoN 5.3.11

Pour tout entier n> 2 on a M,, > (Inn)3"e0("),

Démonstration — Grace au lemme 5.3.9 on a, pour n assez grand,

.
Ch 4i(1+0(1/Vi)
M, > ]_[(1+-_Z'P_?3l( )
p<vn i=ig
n 31
> 3O<”>]_[(1+Zc;—i)
p<vn = P

Vv
w
)
2
——
—_
|
2|~
_
—
—
+
=W
——
=

d’ou M,, > (Inn)3"e°". O
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5.4 Distribution

Soit I et Z des applications de N dans R*. L'inégalité de Markov (5.1) pour la
variable L(sym?,1) donne pour tout n entier positif

1

S M1 (N)
#B(N)

. 2
HF € BIN)Lisyn?f, 1) 2 IN)) < =1

Cette méme inégalité de Markov appliquée a la variable L(sym?,1)~! donne

mﬂ{f € BN);L(sym?f,1) < Z(N)} £ M_p 1 (N)Z(N)"

soit encore

1

—ﬂB(N)ﬁ{f € B(N); L(sym?f,1) > Z(N)} = 1 = M_,,,1(N)Z(N)".

On déduit de ces considérations la

ProprosrtioN 5.4.1
Soit Z,1 : N - R* des applications. Pour tout n entier positif, on a lorsque N parcourt

N

—ﬁB(lN) {f € BIN); L(sym?f,1) > Z(N)} =1 + O(Z(N)n)
et
ﬂB(lN)ﬁ{f € B(N)}L(Symzf, 1) > I(N)} — O(I(N)—n)‘

La minoration des moments positifs obtenue a la proposition 5.3.11 permet de
prouver la

ProrositioN 5.4.2
L'ensemble {L(sym®f,1); f € B(N),N € N'} n’est pas borné.

Démonstration — On suppose par I'absurde qu’il existe une constante C telle que 'on
ait, pour tout N € A la majoration L(sym?f,1) < C. On obtiendrait alors, pour tout
entier n > 0 la majoration sur les moments M,,; < C". Cette majoration contredirait la
minoration M,,,; > (Inn)3"e9" de la proposition 5.3.11. O

La majoration des moments positifs de la proposition 5.3.10 permet d’affirmer que
la série

+00

M, .
Z n,“ (it)"

n=1

a un rayon de convergence infini. Grace au lemme 5.2.1 on déduit alors la
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ProprosiTiON 5.4.3
Si N parcourt N, il existe une fonction de répartition cumulative R telle qu’en tout point
de continuité x de R on a,

lim mﬁ{f € BIN);L(symf,1) < x} = R(x).

De plus, pour tout entier n, le moment d’ordre n de cette fonction de répartition cumula-
tive est M,,.

Autrement dit, la variable aléatoire L(sym?,1) converge en loi vers une variable

aléatoire L(sym?,1)q.

5.5 Espérance et variance
L’espérance de la variable aléatoire L(sym?,1),, est donnée dans la

ProprosrTiON 5.5.1
L'espérance de la variable aléatoire L(symz, 1) est

E[L(sym?, 1)) = C(2)%.

Démonstration — L'espérance d’une variable aléatoire est son premier moment. On
prouve donc M, = (2)?>. On a

mp(r) = #{(by,by) € N? ; biby =1, b1b2|(b1;bz)2}
{1 si r est un carré;

0 sinon
d'ou M, =((2)%. O

L'espérance d’une variable aléatoire est la meilleure constante d’approximation
quadratique. Lerreur commise est donnée par la variance.

ProrosiTiON 5.5.2
La variance de la variable aléatoire L(sym?,1),, est

c(2)c(3)

2 _ 4
Var[L(sym*, 1) ] = C(2) [ c(6)

- 1] %~ 6,908.

Démonstration — Il faut montrer
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On commence par calculer mj3 ;. Grace au lemme 5.3.7 la valeur de m3 ; est le cardinal
de ’ensemble des (B1, B2, B3,01,0,) € N satisfaisant aux conditions

Br+PBa+ps=i (5.6a)

01 < 2min(fy, B2)
02 < 2min(p; + B2 — 61, B3) (5.6b)
51 +8y = 1. (5.6¢)

On a nécéssairement 0; =i — 23 : en effet si 1 + f, — 01 # B3 alors la condition (5.6b)
implique 0 + 6, < 1 + B2 + B3 ce qui contredit les conditions (5.6a) et (5.6¢); ainsi
01 =1+ f2— B3 =1—2P3. On déduit alors de (5.6¢) que 0, = 2f3. Ainsi a-t-on

(B, B2 B3) € N3
ms; = Br+pBr+Ps=i
0<i-2p3<2min(py, )

Si m3; est la contribution a ms; des triplets (B, B2, B3) tels que py = B, et si m;i est la
contribution a mj ; des triplets (B, B2, f3) tels que f; <, on a

= <
ms; =My + 2m3’i.
On a
. B3
ms; _ﬁ{/s3 €eN; B3 < > eJN}
donc
A
m3 i = ﬁ Z, E NNN.
puis
m§’4i = 1+1
M34i01 = !
m§’4i+2 = 1+1
My = 1+1

D’autre part,
(B1, B3) € N;

50 =4 ‘—/33<,31<ﬂ
B3 <

soit
zﬁ[——ﬁ— &
B<3

et
my,. = i(i+1)
, - .
m§,4i+1 - ) 12
m§,4i+2 = (i+1)

M3 40,3 = i(i+1).
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On en déduit

myy = 2i2+3i+1
M3aip1 = 20°+1i

M34is0 = 2i2+5i+3
m3,4,-+3 = 2i2+3i+ 1.

On calcule alors

img,,i _ 1+p®
T 1 _—2\3
—=p  (1-p7)

puis

5.6 Dépendance avec les valeurs propres de Hecke

Si g est un nombre premier ne divisant pas N, on étudie la dépendance de L(sym?f,1)
et As(q). Pour cela, on va montrer que cette dépendance n’est due qu’au g-ieme facteur
eulerien de L(sym?f,s). A cet effet on définit

l_[L(symlz,f,s)
p#q
L(sym?f,s)L squf s)”

L4

(sym®f,s)

Soit X : B(N) — C une application, on définit MZ}\’,(X) par

h
My Z Lsym2f1 X(f)

feB

La proposition 5.3.1 permet de voir Mﬁ, comme un opérateur de moyenne puisque
M} (1)=1+O(N274(N)).

On a alors la

ProprosriTION 5.6.1
Soit g un nombre premier, deux entiers m > 0 et n > 0. Lorsque N parcourt N on a

lim — Z L G t2) q)(symzfll)m/\f(qn) = 0.
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Démonstration — On note ¢, la fonction caractéristique des entiers premiers a q. On peut

voir LW (sym? f,s) comme la fonction L de carré symétrique de la forme parabolique
f ®¢&, de poids k et de niveau Ng? (qui n’est plus sans facteur carré!). Les coefficients de
cette forme vérifient la majoration de Deligne et la formule de multiplicativité de Hecke.
Le calcul des moments se récrit donc ligne a ligne dans ce cas (c’est-a-dire en remplacant
A¢(n) par g4(n)Ag(n) et en insérant un facteur ¢, lorsque la formule de multiplicativité
intervient). On obtient alors le méme résultat en remplagant m,,(r) par m,, ,(r) ou

1 n
My (1) = mdet;:r,gq(det b)t{d € £,,(b);q" detd” = detb?).

Or pour que la somme soit non vide, il faut que pour chaque 7 on ait (g, b;) = 1. Mais si
n# 0, cela implique que I’ensemble intervenant dans la définition de m,, ,(r) est vide.
On a alors my, ,(r) = 0 et

1 L@ (sym?2f,1)"
) As(g") = 0.
N BB G,y Llsym?fo1)

O

On en déduit la

ProprosriTIiON 5.6.2
Soit g un nombre premier, m > 0 et n > 0 deux entiers. Lorsque N parcourt N on a

li ‘1) 2 1) n_
Nig—loo Z L 5ym2f 1) (sym”f,1)"A5(q)
(N,q)=1 feB

N4>+oo j:lB Z Lsymzf 1) )
(N,g)=1

On en déduit en particulier le

COROLLAIRE 5.6.3
Soit g un nombre premier. Dans les espaces probabilisés munis de la moyenne

h

N
My (1)’
variables aléatoires limites, lorsque N parcourt N en restant premier a q, des variables
aléatoires

les

Aq) : B(N) - R
f = A9

et L\W(sym?,1) sont indépendantes.
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Démonstration — Pour tout entier n > 0 on a
n .
Ap(@)" =) ha(DAf(q)
i=0

avec
2n+1

h(i) =

T
J cos" Osin(i +1)0sinOd6O
T Jo

(voir, par exemple, [CDF97, lemma 3]). Ainsi, grace a la proposition 5.6.1 on obtient

Nlim MKI[L(q)(symz,l)mA(q)”] :hn(O)Nlim MK,[L(‘?)(symz,l)m].
—+00 —+00
(N,g)=1 (N,g)=1

En prenant m = 0 dans cette derniere équation, on obtient

hy(0)= lim MY[A(q)"]
(N,g)=1

ce qui permet de conclure. [J

REMARQUE 5.6 Les travaux d’Iwaniec, Luo et Sarnak, et notamment une formule a la
Eichler-Shimura [ILS00, proposition 2.13] permettent, en reprenant pas a pas les calculs
du paragraphe 5.3.1 de remplacer la moyenne Mﬁ, par la moyenne naturelle et ainsi de
prouver la proposition annoncée en introduction.



Chapitre 6

Deéetermination des formes
modulaires par les valeurs de
fonctions L

L’ensemble de ces résultats présentés dans ce chapitre a été obtenu avec Frangois
Martin. On donne une application de la théorie des périodes a la détermination des
formes modulaires, non nécessairement primitives, par les valeurs de leurs fonctions L.

6.1 Introduction

Soit I' un sous-groupe de congruence de SL(2,%Z) et k un entier, on note S(2k,I")
l'espace des formes modulaires paraboliques de poids 2k sur I' (voir le §6.3.1). Si
(L£4,...,L,) est un ensemble de formes linéaires sur S(2k,I'), on dit que cet ensemble
caractérise la forme f € 5(2k,I') si on a I'implication

Li(f) = Li(g)
Vg e S(2k,T), : = (f =9)

'Cn(f) = ﬁn(g)

SiA= (? Z) est une matrice de SL(2,%Z) et f € S(2k,I'), on définit une fonction f|s
sur le demi-plan de Poincaré H en posant

flalz) = (cz+ d)*kf(w)

cz+d

a cette fonction, on peut associer une fonction L dont les valeurs intéressantes sont les
valeurs aux entiers de [1,2k — 1] (voir §6.3.2). On s’intéresse dans cet article aux formes
linéaires f +— L(f|4,€) lorsque A parcourt un ensemble de représentants du quotient
I'\SL(2,Z). On prouve le

102
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THEOREME 6.1.1
Soit I' un sous-groupe de congruence de SL(2,7) contenant —I etk un entier strictement
positif. Soit f € S(2k,I'). Il existe un sous-ensemble R de SL(2,7)x{1,...,2k — 1} de

cardinal
vo(T') v3(I')
2

2k -1
—I

SL(2,Z): T] +e5(2k) +2ey(2k) +o(k=1)

tel que
[Y(A, ) eR, Vg e S(2k,I), L(fla,€) = L(gla, O)] = (f = &).

Dans cet énoncé, 6(k = 1) vaut 1 si k = 1 et 0 sinon. Les fonctions €5 et ¢;; sont définies
par

(2k) = 1 s? 2k=0 (mod 4);
-1 si2k=2 (mod 4)

et

0 si2k=1 (mod 3);
1 si2k=0 (mod 3);
-1 si2k=-1 (mod 3).

Le nombre v,(I') (resp. v3(I')) est le nombre de points elliptiques d’ordre 2 (resp. d’ordre
3) de I'. a titre d’exemple, on a

0 si4|m;
V2(F0( ): ]‘][1+ 71] sinon
plm
et
0 si9m;
V3(Fo( ): ]_[[1+ 73] sinon.
plm

[Miy89, theorem 4.2.7] Ce résultat est a comparer avec la dimension de S(2k,I'), [Miy89,
theorem 2.5.2, lemma 4.2.6, theorem 4.2.11]

. _ oo voI) vl vl velI)
dimS(2, I =1+ 2 4 3 ",

et, si 2k >4,
2k—1 Vz(r) V3(F) VOO(F)
r
Ty T3 2

ol Vo (I') est le nombre de pointes de I" (voir §6.3.1).
Sans restriction sur S(2k,I'), on a le minorant

dim S(2k,T) =

#R > dim S(2k, ).
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D’autres grandeurs que les formes linéaires utilisées ici ont été étudiées. Si f €
S(2k,m) = S(2,Ib(m)), elle admet un développement de Fourier

et on définit, pour tout caractere yx, la fonction

L(f®x,s)= Zf(n))((n)n_s.
n=1

Luo et Ramakrishnan [LR97b] ont prouvé (entre autre) que 1’ensemble des valeurs
L(f ® x, k) lorsque x parcourt tous les caractéres quadratiques de module premier a m
détermine f. D’autre part, si f € S(2,m), on dit que f est associée a une courbe elliptique
si sa fonction L coincide avec celle d’une courbe elliptique. Stark [Sta96] a prouvé que la
valeur L(f, 1) caractérise la forme f. On remarque qu’on a fait une grosse restriction sur
S(2,m) puisque, si on note Ell(2,m) I'’ensemble (fini) des formes de S(2, m) associées a
une courbe elliptique, on a pour tout € > 0,

HEL(2,m) _

-1/2+¢
dims(2,m) = CEm

avec C(¢) une constante ne dépendant que de ¢ [DK00].

Notre méthode consiste a tirer parti des relations de Manin. a chaque forme f on
peut associer un polynome appelé polynome de périodes (voir §6.3.1). Ce polynome
vérifie des relations que 'on peut traduire en relations linéaires sur les valeurs L(f|4,?).
Un morphisme injectif, di1 essentiellement a Eichler et Shimura (et Skorrupa dans la
version utilisée ici) permet alors de ramener notre probleme au calcul du rang d’un
systeme linéaire (voir §6.4). Ce calcul est essentiellement un travail de combinatoire,
nous établirons les résultats combinatoires nécessaires au §6.2.

On déduit une autre conséquence de I’épimorphisme d’Eichler-Shimura, indépen-
dante de la précédente. Pour p premier, on définit X(p) comme ’ensemble des p — 1
caracteres modulo p et W, I'involution de Fricke (voir §6.5). On a alors la

ProposiTION 6.1.2
Soit k un entier et p un nombre premier. Soit f et g deux formes de S(Zk,lb(p)). On
suppose que

Vle[L,k],Vx e X(p), LW,f®x,l)=LW,g®x,1),

Vee[1,k], L(W,f,0)=L(W,g0)

et
Vee[L,k], L(f,0)=L(g0).

Alors, f = g.
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On utilise les notations

10 0 -1 11 0 -1\ .., (1 0
SRS ) A R R T

et si E est une expression pouvant prendre uniquement la valeur vraie ou la valeur
fausse, 6(E) vaut 1 si E est vraie et 0 sinon. Enfin on fait la convention () = 0si b <0 ou
b>a.

6.2 Lemmes combinatoires

On établit dans ce paragraphe des lemmes combinatoires nécessaires a la suite.

LemME 6.2.1
Soit n > 0 un entier. Soit { et t des entiers tels que 0 < ¢ <net0 <t <n.Alors

minit:f) t\[n—u n—t
I

Démonstration — Lorsque t < € le résultat est conséquence de 1’égalité

(n- g‘i (u)(n €) g(n;g)di:” X=1

n—€—v
(x-1y-2
2 )

dxn—t-v|x=1
On utilise ce cas et I'égalité

d Jt\(n—u) tin-t)! £ uWE\(n—u
ZOH) (u)(n—€): (n—0)l¢! u;(_l) (u)(n—t)

u=

pour prouver le cas t > €. [J

LEMME 6.2.2
Soit j, ¢, r des entiers tels que{ > 1 et j—r ¢ [1,{—1]. Alors
1. ]
i Crt=1\(j=C—t) (C+t=1)(j-C-t-1\] _(j-1
-\ 2t N2r-2t 2t41 N\2r—2t-1)| \ 2r
2.
e+ t-1\(j-C-t-1 L[ Crt\i—e-t=1)]_(i-1
-\ 2t N2r-2t-1) \2t+1\2r=2t=2]] \2r-1
3.

,_;

r—

C+t—1\ j—C—t +€+t—1 j-0-t-1\] (j-1
2t 2r—2t—1 2t+1 N\2r=2t=2J \2r-1

t

I
o
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S ot Y S Ui | S O

t=0

Démonstration — Pour prouver le point 1, on note S({) le membre de gauche. On a

S(1) = (jz_rl) et I’égalité de Pascal implique, pour € = j —r ’égalité S(€ + 1)
autres points se démontrent de fagon identique. [J

Pour tous entiers k > 0 et r > 1, on définit les polyndomes Pé‘(X) =1,

2r—1

1
@ﬂxﬁjzm[1&+r—u—X)
u=0
et
L 1 2r—1
u=1

Pour tout j € Z on a les relations

oy sij<k-r;

L 2r
PLG) =307 sij> ke
0 sinon
et .
FrIhy sij<k-r;
PE_ () ={-CF") sijsk+r-1;
0 sinon.

On déduit du lemme 6.2.2 le

COROLLAIRE 6.2.3

Soitr > 0.
1. Sik-r>1,
e (i=1\ S [(k=r+t) k=Tt .
Py (j) = 2y +t:0 2t 41 Py, 1) — 2642 Py, 21-2(7)
2. sik—-r>2,
j—1 = —r+t
. - k .
kar—l(]):_(zr_l)-i_( kar 2 Z[( )P2r—2t—1(])
t=1

= S(¢). Les

(6.1a)

(6.1b)

k—r+t .
_( 2t+1 )PZertZ(])]'
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Démonstration — On se raméne aux points 1 et 2 du lemme 6.2.2 en utilisant les égalités
(6.1). En remarquant qu’il s’agit d’égalités de polynomes, on peut en effet supposer j
suffisamment grand. [J

LeMmMmE 6.2.4
Soit{ €N,

1. sireZ\{0},

i t+l—r\[€-1+r—t ~ t+l—r\[€-1+7r—t _0
|\ 2t+1 \2r-2t-1 2t 2r — 2t h
t+€—r\[€+7r—t B t+€—r\[ €+r—t
2t+1 N\ 2r—2¢ 2t 2r—2t+1
t+6-1 l—t _ t+0\[{-1—-t 0o

= 2t 2r—2t+1 20+ 1\ 2r=2¢ )|

o0 KA N RN R

t=0

2. sirel,

r

2

3. sire’,

r

4. sireZ\{0},

Démonstration — Le principe de démonstration est le méme que pour le lemme 6.2.2. [J

LEMME 6.2.5
1. Soit (b;) l'unique suite définie par

0 siv<foul<l;
by ={2v-1 sit=1letv>1;
bz_l—szll sinon.

Soitv > 1. Alors si(m, k) e NxZ,

L LIRSS (P AV

et
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2. Soit (c;) l'unique suite définie par

0 siv<foul<l;
cp=142v sif=1;
v—1 v—1 :
¢, —c¢,_, sinon.

Soitv > 1. Alors si (m, k) e Nx 7,

£

=1

m+{ m+/{
k k+¢-2v
Démonstration — La preuve se fait par récurrence sur v. [J

LEMME 6.2.6
Soitt > 1, alors

R R e RER

r

N e F Do e R

r=

et

Démonstration — La premiére égalité résulte de
d t+r\(2r d t+r\(2r t
-1) =Y (-1 1-—|=0
L (30 Lo

grace a [BMP86, 4.2.6.13]. La seconde égalité résulte de la premiere et de [BMP86,
42.5.71].0

6.3 Les équations de Manin

6.3.1 Périodes de formes modulaires

Propriétés de I’

On considere I' un sous-groupe de congruence de SL(2,7) contenant —I. On note
R(I') 'ensemble fini I'\SL(2,7Z) et vo(I') son cardinal. Un élément de R(I') obtenu par
projection canonique d’une matrice M de SL(2,7) sera noté M. Si M € SL(2,7), on note
RM(I') 'ensemble des éléments de R(I') invariants par multiplication a droite par M :

RM(I)={AeR(I); AM = A).
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Le cardinal de R5(T') est donné par v,(T'), le nombre de points elliptiques d’ordre 2 de T.
Le cardinal de RY(T') est donné par v3(I'), le nombre de points elliptiques d’ordre 3 de
I'. On effectue la décomposition de R(I') selon S (respectivement U) : puisque

R(D\RY(I') = {M e R(I') ; MS = M)

on peut construire R*(I') un ensemble maximal de classes M de R(T') tels que M = M S
de sorte que si M et N sont dans R?(I') alors M = NS. On a alors la décomposition en
union disjointe

R(I') = R*(I)UR*(I)S URY(T).

Ona ) o)
v -V
#R2(I') = %
De méme, on peut construire R3(T') tel que
R =R} )UR¥ MU LRXI)U?>LURY(D) (6.2)

avec (F) (F)
3y = YoD) = v3(D).
HRA(I) = 20

Le groupe SL(2,7) agit sur le demi-plan de Poincaré H = {z € C; Imz > 0} par action
homographique

a b Z_az+b
c d|” cz+d

et cette action s’étend en action transitive sur H U Q U {oo}. L'ensemble I'\Q U {co} est fini
de cardinal v (I') et ses éléments sont appelés pointes de I'.

On définit une action de SL(2,7Z) sur I'ensemble des fonctions F de C x R(I') telles
que pour tout M € R(I'), lim,_,o p*2F(y~!,M) < oo : si h = (‘g S) € SL(2,7) on pose

hF : CxR(I) — C L
(X,M) + (—cX+a)*2F(h"'X,Mh).

Formes modulaires

Soit 2k un entier pair strictement positif et I' un sous-groupe de congruence de
SL(2,7Z). Le groupe SL(2,7Z) agit sur I’espace des fonctions holomorphes sur H grace a
l’action

az+b
cz+d

Flagy)=(ess 72|
cd

On dit que f vérifie la condition de modularité sur I' si pour toute matrice M € I'on a
flp = f. Soit M € SL(2,7Z), on définit

upy = inf{u e N*; T* e M~ TM}-
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Si f vérifie la condition de modularité sur I alors f|y; est périodique de période u,,. Elle
admet un développement de Fourier de la forme

flu(2) = Z]/‘A\/I(n)exp(%n%z) (6.3)

nez

pour Imz assez grand et par modularité, le coefficient ]/‘A;(n) ne dépend que de M. On dit
que f est holomorphe aux pointes si pour toute M € SL(2,7Z) et tout n <0 on a j/fA;(n) =0.
Dans ce cas, f étant holomorphe sur H, (6.3) converge normalement sur tout compact de
H. Si f est une fonction holomorphe vérifiant la condition de modularité, holomorphe
aux pointes et vérifiant de plus E(O) = 0 pour toute sur I'. Si M € SL(2,Z) et si f est
parabolique on déduit du développement (6.3) et du fait que f|y; vérifie la condition de
modularité sur M~!T'M qu’il existe une constante c telle que pour tout # strictement
positif on a [Miy89, corollary 2.1.6]

[t (n)] < en. (6.4)

On en déduit l'existence, pour toute M € SL(2,Z), de constantes c et y, telles que si
v >y alors
|fla(iy)| < ce™2m¥/m (6.5)

[Miy89, lemme 4.3.3]. Lorsque M € I on écrit ]?(n) au lieu de ]7]\;(11). On note S(2k,T)
I’espace des formes paraboliques de poids 2k sur I'. C’est un espace de dimension finie
dont la dimension a été donnée en introduction (dans le cas ou —I est dans I').

Périodes

Si f est une forme de S(2k,I') et si M € SL(2,7), I’équation (6.5) permet de définir le
polynome de période de f et M par

1 +ico
PN =~y | e =22

Ce polyndome ne dépend que de la classe de M modulo I'. Si C[X]px_; est 'espace des
polynomes a coefficients complexes de degré inférieur ou égal a 2k — 2, on déduit des
travaux de Skoruppa [Sko90, proposition 3] que le morphisme
(r
p i Skm — XY
f = {om (f)}MeR(F)

est injectif. Pour f € S(2k,I') on définit ensuite le morphisme

re o (DXR_(F) - C
(X,M) = pm()(X).
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On déduit de la relation

— 1 Moo 2k-2
M.ry(X,A) =~y J.M_O fla(2)(X =27 dz

vraie pour toute matrice M € SL(2,7Z) les relations de Manin

(I+S)rf = 0 (6.6)
(I+U+U%.rf = 0. (6.7)

REMARQUE 6.1 Le premier auteur [Mar01, appendice] a prouvé que ces relations « en-
gendrent » toutes celles du méme type au sens ou ces deux relations sont équivalentes a

la propriété : pour tout
W= ZwMM
M

ZwM(M.oo—M.O) =0

M

[;WMM).Tf = 0.

6.3.2 Fonctions L - Liens avec les périodes Soit f une forme de S(2k,m) et M une
matrice de SL(2,%). On définit la fonction L de f|y; par la série

L(flws) =) fulmn™
n=1

Grace a (6.4) cette série converge pour Res > k + 1. La décroissance exponentielle (6.5) et
la représentation intégrale

(2—”) L(flups) f Flaline St j Flastin =S (68)

Umpm

de Z[SL(2,7Z)] vérifiant

on a

donnent un prolongement holomorphe de L(f|y,s) a C. Pour la suite, il est plus aisé
d’utiliser la fonction, elle aussi entiére,

Up s 1
L*(flm,s) (21 ) mL(ﬂM;S)

On traduit les relations de Manin (6.6) et (6.7) dans la

ProrosiTION 6.3.1
Soit f € S(2k,I') et M € R(I'). Pour tout entier { tel que 1 <{ <2k—1ona

L*(flm, €) L(flms, 2k =€) =
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et

REMARQUE 6.2 La premiére des deux relations n’est rien d’autre qu’un cas particulier de
I’équation fonctionnelle de L* qu’on déduit de (6.8).

Démonstration — Par développement du polynome (X —z)?k~2

ment de Fourier (6.3) et de
+i00 . 0+1
J Zle?mz dz = 5!(—1 )
0 2mn

[BMP86, 2.3.3.2] on montre que pour tout M € R(I)

, utilisation du développe-

2k-2
om(f)X)= ) L(flu,2k-1-0X". (6.9)
=0
On a
U.rs(X,M) = X”‘%(%,W)
et

— 1 —
2 _ 2k-2
U2rp(X, M) = (X -1) rf(X_l,MU2)
de sorte que I’équation (6.7) donne

X-1

pu(f)(X) +XZHpMU<f>( <1

)+<X—1>2k—2pMuz<f>( -1 )zo.

Grace a (6.9) on a alors la seconde relation de la proposition. On obtient de méme la
premiere relation a partir de (6.6) (voir aussi la remarque ci-dessus). (]

La proposition 6.3.1 affirme que {L(f|a,€), M € R(T'), € € [1,2k — 2]} est solution du
systeme

x(M, €)= (=1) xp5 (2k =€) = 0

l . 2k-1 .
x(M,2k=0=(=1)° L o) = DO L G () =0
j= j=

ol les équations sont répétées pour chaque M de R(I') et chaque ¢ de [1,2k —2]. Le but
des paragraphes suivants est d’estimer le rang de ce systéeme.

6.3.3 Base du systeme de Manin
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équations provenant de S

D’apres la proposition 6.3.1, I’équation (1 + S).r; = 0 est équivalente au systeme
d’équations
(M) L (I, O = (D L*(Fluass 2k =€) = 0} grereqry -
1<0<2k-1
On appelle alors équations provenant de S les équations {{M} données par

xp(0) = (=1) xps(2k =€) = 0 {eM)

Puisque S? = —I € T, on a I’égalité {(M} = (—1)*1{(2k — €)M S}. Le systéme précédent est
donc équivalent au systéme des v,(I')k équations {{M} lorsque M parcourt R(I') et £
parcourt [1,k]. En fait, les seules relations de dépendance entre équations de ce nouveau
systéme proviennent des équations {kM}. Le systéme des équations {kM} lorsque M
parcourt R(I') est engendré par

vo(I) = (=1)*vy(I)
2

équations indépendantes : en effet, si M = MS alors {kM} = (~1)*1{kMS} et si M = MS,
alors I’équation {kM} est non triviale si et seulement si (-1)¥ = —1. On en déduit le

LEMME 6.3.2
Le systéeme d’équations

{teM); MeR(T), € 1,2k -1])

est de rang
2k -1 wva(I)
vo(I')— (-1 .
—vo(D) = (1) 2%
Il est équivalent au systéme d’équations indépendantes formé par la réunion des deux
systéemes

{tem); MeR(D), € [1,k-1])

et
{{kM} ; M eRYIURS (F)} sik est impair,

{{kM} ; M e Rz(F)} si k est pair.

équations provenant de U

D’apres la proposition 6.3.1, I’équation (1 + U + Uz).rf = 0 est équivalente au systéme
d’équations

Cok-1-j -1
Lo 2010 Y (7 I o= 0 ) (17 ey =0

j=1 j=t
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ol les équations sont répétées pour chaque M de R(I') et chaque ¢ de [1,2k —1]. On
appelle donc équations provenant de U les équations [{M] données par

o (2k—1-] . -1y
xuu(2k =)= (-1) ]Zl( 0-; )xMUzm—(—l) ;(g_l)xm]):o. [eM]
On considere le systeme

(*) ={[(M]; M e R(T), € € [1,2k - 1]}.

Il existe des relations de dépendance entre les équations de (). On le montre dans le

LeMME 6.3.3 .
Pour tout1 <€ <2k-1ettout M e R(I') on a

et

Démonstration — On calcule, par interversion de sommes

2k-1 ]_1 . 2k-1 F_1
Y (o Jek-im= 3 (50 et

j=2k—¢ t=2k-C
¢ 2kt .
(2k—t-1\[ j-1
_ 1y
Y nanw ) 0P
t=1 j=2k-C
2%k-1 2%-1 .
. -1 t—1
_ _nil ! .
) s ) 1)(2k—€—1)(2k—j—1)
t=1 j=max(2k—-{,2k—t)

On conclut grace a I'égalité

2k—t Iok—t1 o e
j—;—e(_l)]( j-1 )(2k_g_1)=<—1) o(t=10)

et au lemme 6.2.1 qui donne

= il i1 F-1 |\ [2k-1-t
Z )(_)(2k—€—1)(2k—j—1)__( ‘-1 )

j=max(2k—€,2k—t
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La seconde égalité se prouve de méme. [J

Afin de réduire le systéme, on définit par récurrence les équations [(M]’, pour
0 <20+1 < 2k par les formules

Srik—t+t
[2¢M] = [2¢M] + (k= 0)[(2€ = 1)M [( )26—2t)M]’
t=1
k—€+t ,
—( I )[(26—2t—1)M]]

et

-1
[(2¢+1)M]) =[(2¢ +1)M] +
t=

(k & t) [(2¢-20)M] - (kz_ti;t)[(ze 2t I)M]’] .

On développe ces équations dans le

LEMME 6.3.4 o
On suppose k > 3. Soit M € R(TI'). Les équations [ |’ sont données par

20 20
k—-1+0-t k—1+€-t
—;( 20—t )XMUZ(t)+;( 20—t )XMu(zk—t)
2k-1

+ ZPZkg_l(t)xM(t) =0 [20MY

t=1

pour 2 < k et

pour2{+1 <k.

Démonstration — Pour € =0 et £ = 1, on vérifie immédiatement que [1M]’ et [2M]" sont
données par les formules du lemme. On suppose que [tM]" est donnée par le lemme
pour tout t < 2¢ et on montre que [2(M]’ et [(2¢ + 1)M] sont données par le lemme. On
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alcule
20-1 201
k—=2+€- k-1+¢
2 —
[fM] k—-¢ t:1( 20 -1 t)xMUZ +th( 20 -1 )XMU(zk t)
2k-1 . -1 . €+] 20-2j kel jt
ZP2€ 2 XM - Zf 2W_2i_t XMUz(t)
20-2j ok1 1
k—-1+€—] k—l+]
g e 5
20-2j-1 . 20-2j-1 ‘
k-2+0—-j—t k-1+0—-j—t
x[ ; (25—1—2j—t)xMUz(t)+ ; (25_1_2],_t)xMU(2k—t)

2k-1

+ sz"g_zj_2<t>xM<t>]

t=1
et on doit montrer que cette expression est la méme que celle donnée pour [2¢M]" dans
le lemme. Pour 2t < 2¢ — 4, le coefficient de xjy;2(2t) est

C(k+C-20-1\ (2k-2t-1 fi k—C+j\(k—1+0—j—2t
20-2t 20-2t )"\ 2 20-2j -2t
N k—€+j\[k—2+C—-j—2t
2j+1 N\2e-2j-2t-1
et vaut bien —(k+2€€__22tt_1) grace au point 1 lemme 6.2.2. Pour 2t —1 < 2¢ -3, le coefficient
de xp;p2(2t —1) est
k- €+] k+€—j-2t
i N2e—2j-2t+1

(k+€—2t) ( 2k -2t ) &
- - +
N k—C+j\[k+C—-j-2t-1
2j+1 20-2j -2t

20-2t+1) \20-2t+1]" £

.

et vaut bien —(2’?152;?1) grace au point 3 du lemme 6.2.2.

Si 2t <2€-4,le terme xp;;(2k — 2t) est
k+€-2t—1 +"i k—Cj\(k=1+0-2t—j\ (k=C+j\k—1+C-2t—]
20-2t )" |\ 21 2t -2t-2j-1 2 20-2t-2j

et vaut bien (k+2€£_22tt_1) grace au point 1 du lemme 6.2.4. Si 2t -1 < 2¢ - 3, le terme

Xpy(2k =2t + 1) est
k+e-2t) [(k=C+j\[k+C=2t=\ (k=C+]\[ k+C-2t-]
2j+1 )\ 20-2t-2j 2j N2e-2t-2j+1

20-2t+1

)

1
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et vaut bien (2]}*_52;?1) grace au point 2 du lemme 6.2.4. Enfin, le coefficient de x,,(t) est

t-1 Sk—t+j
—(25_1) +(k=0)Py,_,(t)- ( 2j+])P2k€2j1(t)

&k {+]
k
+]Z,(2]+1)z€2] 2(0) =Py (1)

grace au corollaire 6.2.3. Tous les cas exclus sont immédiats. Le résultat pour [(2¢+1)M]
se montre de méme facon. [
On définit les équations supplémentaires

(E)m =[(2q+1)M] +[2qMU], lorsque k=3g+1,q€N.
Le pendant, pour U du lemme 6.3.2 obtenu pour S est le

LeEmMME 6.3.5
Soit k > 3. Le systéme d’équations

([tM]; M eR(T), €€ [1,2k-1]}

est de rang

0 sik=2 (mod 3);

- 2
2k3 1V0(F)+ §V3(F) sik=1 (mod 3);
—%1/3(1") sik=0 (mod 3).

Il est équivalent au systéme d’équations indépendantes

{[€M]’, MeR(I),1<(< %T_l}

lorsque k =2 (mod 3),

2k -2

{[zM]’, MeR(I),1<< T} U{(E)M, M e R¥ (T URY(D))

lorsquek =1 (mod 3) puis

{[eM]',MeR( ),1<0< %—1}U{[%M],MGR3(I’)UR3(1‘)U}

lorsquek =1 (mod 3).

REMARQUE 6.3 La preuve se lit plus facilement si on se contente de prouver que le
nombre d’équations indépendantes de () est au moins donné par le lemme.
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Démonstration — Fixons M € R(I'). On note (x) le systéme
(*)p = {[€M], [EMU], [EMU?]; € €[1,2k—1]}.

Grace au lemme 6.3.3, le nombre d’équations indépendantes de ce systéeme est inférieur
ou égal a 2k — 1. Par construction, quelque soit r € [1,k], le systéme engendré par
les équations [¢M]’, M fixé, £ parcourant [1,7] est équivalent au systéme engendré
par les équations [(M], M fixé, ¢ parcourant [1,7]. Soit n > 0 tel que 2n+1 < k et
M = MU. Dans les équations du lemme 6.3.4, la variable x);(k + 1) apparait (avec un
coefficient non nul) dans [1M]’,[2M]’,...,[2nM]" et dans aucune des équations [(M]’
avec ¢ > 2n. Si d’autre part n € [0,k/3[, la variable xp;(k + n) n'apparait ni dans les
équations [IMUY,...,[2nM U]’ ni dans les équations [IMU?]’,...,[2nM U?]". De méme,
la variable x;(k—n) apparait dans [IM]’,...,[(2n+1)M]’ et, si d’autre part n € [0, (k—1)/3[,
elle n"apparait ni dans les équations [1MU] -o[(2n+ 1)M U]’ ni dans les équations
[IMU?],...,[(2n+ 1)MU?]". On en déduit que si L = [(2k —1)/3] alors les équations
[eM][eMUY, [(MU?] lorsque ¢ parcourt [1,L] sont indépendantes. Finalement, si M #
MU, le nombre d’équations indépendantes de (*)y; appartient a [3|(2k —1)/3],2k —1]. Si
M = MU, le méme raisonnement montre que les équations [(M]’, 1 <€ < [(2k —1)/3]
sont linéairement indépendantes. Notons Sy, I’ensemble des équations linéairement

indépendantes
k-1

2
Sm = {[EM], [¢MUY, [EMU?), 1 <0< 1)

1) Soit k = 2 (mod 3). Si M # MU, le systéme ( )m est de rang 2k — 1 et Sy est
un systeme €t de 2k — 1 équations indépendantes. Si M = MU, le systéme (*), est
le méme que pour un représentant M = MU mais xj; = xp;y = xpy2. Ainsi, les cal-
culs formels précédents impliquent que toute équation [¢M] avec € > [(2k —1)/3] est
combinaison linéaire des équations [tM]’, [tM U], [tMU?] avec t < |(2k —1)/3], mais
[tM] = [tMU]’ = [tMU?]'. La décomposition (6.2) implique alors que le nombre d’équa-
tions indépendantes du systeme (x); est

2k-1 2k-1 2k -1

V3(T)T+ 3 [vo(I') = v3(I)] =

et une base de ce systéme est [(M], M e R(T'), 1 <{ < ZkT’l

2)Sik=1 (mod 3),ona 3[2]‘3—_1J =2k —-2.Posons k =3q+1.Si M = MU, le systéme
() est engendré par les [(M], [(MUY], [(MU?),1 <€ < LMT_IJ et éventuellement une
autre équation. D’apres le lemme 6.3.4, et les équations (6.1a) et (6.1b), (E)y; se récrit

2g+1
j_Zl (;Lg i)[XM(]) T xuu () + xpw2 ()]

6g+1 . 3
"’j:;q;z(] iz 2)[xM(j)+xMU(j)+xMU2(j)]=0. (E)um
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Cette équation ne comportant aucune valeur x,,(j) aux points j, 2g+2 <j<4q+1,elle
n’est pas combinaison linéaire des équations de Sy, ce qui montre que Sy U (E)y; est
une base d’équations engendrant (+)); qui est de rang 2k — 1.
Pour M = MU, I’équation (E); est non triviale, donc les équations [(M]’, 1 <€ < 2q,
(E)p sont linéairement indépendantes et engendrent (*)y.
D’apres la décomposition (6.2) le nombre d’équations indépendantes du systéme est
Vo(r)—V3(F) 2k-1 2v3(T)

(29 +1)v3(I') + (69 +1) 3 =3 vo(I) + 3

et une base d’équations de () est {[(M]’, M € R([')m,1 <€ < %} U{(E)y, M e R3(I")U
RY(T)).

3) Si k = 0 (mod 3), posons k = 3g. On a 3[(2k —1)/3] = 2k — 3. Supposons que
M = MU, le systéme (#),s est engendré par les équations [(M], [(MUY’, [(MU?]’ lorsque
1 <€ <2g-1 et éventuellement deux autres équations. Considérons I’équation [2gM]’,
grace aux valeurs des polynomes PF, cette équation s’écrit :

i(‘*"‘ = st 3 50 ot -t =0 2amy
f 2g-1 vt 2g-1

Les équations [2qM] et [2qM U]’ ne comportent aucune variable x,,(j) avec 2q+1 <j <
4q -1, et ne sont pas multiples I'une de 'autre, donc I'ensemble Sy; U{[2qM ], [2qM U]’}
est formé de 2k — 1 équations linéairement indépendantes, elles forment donc une base
de (#)p. Si M = MU, ’équation [2gM]’ est triviale, on en déduit que I’ensemble des
équations [(M]’, 1 <€ < 2q—1 est une base d’équations de (*),;. Finalement, d’apres la
décomposition (6.2) le nombre d’équations indépendantes du systeme est

vo([)—v3(T) _ 2k—1 2v5(I)
3 E 3

(29 -1)v3(I)+ (69 -1)

une base de (+) est donnée par {[{M], M e R(I'),1 <€ <2q-1}U{[2gM]’, M e R¥(I') U
R3(I)UYJ.
O

6.4 Caractérisation par les valeurs de fonctions L

Au paragraphe précédent, on a déterminé le nombre d’équations indépendantes,
ainsi qu'une base de ces équations, provenant d’une part de S, et d’autre part de U. On
va montrer maintenant que toutes ces équations sont linéairement indépendantes.

On a vu qu’un ensemble générateur des équations provenant de S est donné par les

— ) 2k-1
{¢M}, lorsque € parcourt [1,k] et M parcourt R(I'). Posons dans la suite r;, = LTJ. Ona
vu qu’'un ensemble générateur des équations provenant de U est donné par les équations

[¢M]’ pour € parcourant [1,7;] et M parcourt R(I'), auxquelles on ajoute les équations
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(E)p, M e R¥(T)URY(I) si 3]k —1 et les équations [(r, + 1)M], M € R3(I)UR3(I')U si
3|k.

Par ’absurde, on suppose avoir une relation de dépendance
Tk

Y ) sul®lxm(®)+ (1) xgs (k=0 = ) uy (M)

MeR(T) t=1 MeR(T) t=1
+3(3k=1) Y v+ 1)(E)y
MeR3(IURY(T)

#8603 ) wylne+Dl(n+1)M]. (6.10)
MeR3(T)UR3(T)U

M»

D’apres le lemme 6.3.2, on suppose que
si k est pair, sy;(k) = 0 si M € R*(I')S URS(T) (6.11a)

et

si k est impair, sy;(k) =0si M € R(T)S. (6.11b)

On définit (cela sera justifié par la preuve du lemme 6.4.1) si 3k -1,

var(re + 1) siM e R3(T);
1 i M eR3(INU?;
upg(re+1) = vmu (e + 1) S%—€R3( )
vmpu2(re+1) siMeR>(INU;
Suy(rg+1)  siM e RY(T).
On a alors
up(re+ 1) =upyy(re+1) =upype(re+1)sik=1  (mod 3). (6.12a)

On définit ensuite, si 3 divise k,

2wy (re+ 1) —wpp(re + 1) SiMGR}(F)
2wy (e +1) —wype(re+1)  siM e R3(INU;
—wyy e+ D) —wype (e +1)  siM e R3(INU?;
0 si M e RYU(T).

1
up(rg+1) = 3

On a alors, pour tout M € R(I),

MM(T’k + 1) + uMU(rk + 1) + “MUZ(Tk + 1) =0sik=0 (mod 3) (612]3)
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6.4.1 Mise en équation du systeme

LemME 6.4.1
On définit, pour tout j € [1,2k - 1],

w2 t+j—k-1

ap(j) = [”M 2t)Py,_ 1(])+”MU2(2t)( 2tij—2k)
t—j+k-1

G |

+ Z [MM 2t+1)P (])+uMUz(2t+1)(2t+]__2k+1)
t=0
t—j+k-1
+L£MU(2t+1)( 2t—j+1 )]
+&3M—1ﬁmﬂm+ﬂ)KZilﬁ+(]_2_2ﬂ

! 6<3|k>{(2”‘ i CUSRIEPIEeY)

j—1.—2
+_(] Tk

b )WMU4m+1%ﬂmﬂm+1ﬂ}
k

et
Bui(j) = 0(j < k)sap(j) = (1) 8(j > k)sprs (2k — j).

Alors, l'équation (6.10) conduit a ap;(j) = Bm(j)-

Démonstration —
On a
/2 2k-1 /2 .
, ) k—1+t-
ZMM(Zt)[ZtM] = — ZXMUZ(])Z( 2 . ])MM(2t)
t=1 j=1 t=1 ]
2k-1 1/2
—k-1+t+]
+;xMU(])t ( 2k+2t+]) Mm(2t)

2k-1 1/2

+ ) xmli) )Pl (un(21).
j=1 t=1
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Ainsi
/2
Y Y umen2emy =
MeR(T) t=1
2k-1 re/2 .
. k-1+t-j
Z ZXM(])Z[_( 2t—j )MMU(Zt)
MeR(I) j=1 t=1
—k—1+t+j .
" ( 2k +2t+j )uMUz(zt) + Py 1 (j)um(2t)| (6.13)
Puis
(re=1)/2
Z up (2t + 1)[(2t +1)M] =
t=0
2k-1 (n=1)/2
k—1+t—j
ZxMuz(]) ( 2641 ] ) m(2t+1)
j=1 t=0
2k-1 (ne=1)/2 '
. —k+t+]
+ ) xmulf) (—2k+1+2t+j)uM(2t+1)
j=1 t=0
2k=1 (re—1)/2
+) xul) Y PEGum(2t+1).
j=1 t=0
Ainsi
(re=1)/2

Z Z up (2t + 1)[(2t +1)M] =

MeR(I) t=0
2k-1 (T’kfl)/z .
. k—1+t—j
Y ) xul) ; [( 2l ] )uMU(2t+1)
—2k+1+2t+] MU? 2t\J UM . (6.

Sik=1 (mod 3), on a également

VM(T’k + 1>(E)M =

MeR3(I)URY(T)
2k-1 ) ‘
. 21’ —_ —r _2
Y st a2} e
i Tk — Tk
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etsik=0 (mod 3),on a

wyr(rg + D[(re + M) =
MeR3(T)UR3 (U

2k-1 .
3w ot -t 10

. Tk
MeR(T) j=1

j—re—2

+6(2k—j£rk+1)( )[uMUz(rk+l)—uM(rk+1)] (6.16)

Tk

Finalement, les équations (6.13) a (6.16) montrent que le terme de droite de I’équation
(6.10) est égal a

2 ) am(ruli) (6.17)

Enfin

Y ) xS <))~ (<1160 = K)sws(2k =)L (6.18)

L’égalisation de (6.17) et (6.18) donne le résultat. [J
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LEMME 6.4.2
Soitj<k,ona

sm(j) F (=1 spps(j) =

2Tk+1—j

+20(3lk)o(F = —)( .
k

)WMO}+U_MMU“}+U}

Démonstration — Puisque j < k, le lemme 6.4.1 conduit a

rk/2

smlj) = X[umzt)Pil(j) - uMU<zt>(t -;’ :_kj‘ 1)]
t=1

(ne=1)/2

k-
+ ; [uM(2t+1)P2kt(j)+uMU(2t+1)(t2t]++1_],1)]

21’k—j

; )+ 6(3|k)(21’k +1 —j

+6(3|k—1)uM(rk+1)( )[uM(rk+1)—uMU(rk+1)].

Tk
On a aussi Bpy(2k —j) = apuy(2k — ) et puisque 2k — j > k on en déduit
1/2 .
j . t+k—j-1 )
—(-Wsmus(j) = Z[uM(Zt)( ot _]]- )+ upu (2)Py;_ (2k —])]

t=1
(re—1)/2

")

t=0

ket _J,) + upy (2t + 1)PE(2k —j)]

MM(2t+ 1)(2t+ 1 i

4 503l = Duyy (e + 1)(2"‘];“ ‘2)
k
2k—j—rp—2

+ 6(3|k)( "

)[”M(Tk +1) —upy(re + 1))
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On conclut grace aux égalités (6.1). O

LEMME 6.4.3
Soit 2v <k, (by) et (c;) les suites définies dans le lemme 6.2.5. On a
2v-1 b; .
v— . i .
Z > Lsm () = (1 spus ()] = sm(2v) = spus(2v)
j=v
et
v oV .
2v+1-j . j N1
Y s+ (W smus ()] = sw(2v + 1) =syus (20 + 1)
j=v+1

Démonstration — Cela résulte du lemme 6.4.2, d’'une interversion des sommes et du
lemme 6.2.5. On utilise aussi (6.12a). O

6.4.2 Résolution

LeEmMME 6.4.4 .
Soit (ap)mer(r) et (bm)mer(r) des suites a valeurs complexes. Si pour tout M € R(I'), on
a:
1. apmMus = am s
2. ap =byyus —bm
alors ay; = 0 pour tout M € R(I).

Démonstration — Puisque I est d’indice fini dans SL(2,Z) on peut poser vy, = inf{l €

N*; M(US)! =M}.On a
VM—l
0=bymwusym —by = Z [bmusy+ —bmws) ] =vmam
i=0
d’ou ap; =0.0
De ce lemme, on déduit le

LEMME 6.4._5
Pour tout M € R(I') et tout j € [1,k—2] onasp(j) =0 etspys(k—1) =sp(k—1).

Démonstration — On raisonne par récurrence. Pour j = 1, le lemme 6.4.2 montre que
pour tout M € R(T'), spr(1)=spus(1) = 0, et le lemme 6.4.3 montre que sp;(2) —spus(2) =
[spm(1)+sprus(1)]/2, donc spy(1) = spr(2) —spus(2). D’apres le lemme 6.4.4, on a sp (1) =0
et donc sp;(2) = sprys(2) pour tout M € R(T). Soit j < k — 2, et supposons que pour tout
M e R(T), on a sp;(€) = 0 pour tout 1 <€ < j—1 et sp(j) = spus(j)- Le lemme 6.4.3 et

I’hypothese de récurrence donnent

sm(j+1) =spus(j+1) = dj[sm(j) + smus ()] = 2dsm(j)
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ou d; est une constante non nulle dépendant de j. Le lemme 6.4.4 montre alors que

sp(j) = 0 pour tout M € R(T'), et que sp;(j + 1) = sprys(j + 1), ce qui démontre le lemme.
O

LEMME 6.4.6
Si k est pair,
k-1 bk/2
_ _ k—j . j .
up(1) —upys(1) = up(1) + upry (1) = Z T[SM(])_(_l) smus(j)]-
j=k/2
Sik est impair,
1 kD2
k—1— . ‘ .
up(1) —uprys(1) = up(1) —upry (1) = Z 2] [spm(j) + (=1 spus ()]
j=(k+1)/2

Démonstration — Grace au lemme 6.4.1 pour j =k on a

upr(1) = spp(k) = (1) spps (k).

Cette égalité conduit a uy(1) = (=1)*Tuyr5(1) et on obtient les égalités de gauche du
lemme 6.4.6. Les deux égalités de droite se démontrent en partant des termes de somme,
en utilisant le lemme 6.4.2, en intervertissant les sommes et en utilisant le lemme 6.2.5.

D’apres les lemmes 6.4.5 et 6.4.4, on en déduit que

sylk=1)=0, VM eR(I) (6.19)
puis que
upm(1) = upys(1). (6.20)
De plus, le lemme 6.4.1 pour j = k donne
su (k) = (=1)*surs (k) = upr(1). (6.21)

Si k est pair, on déduit de (6.21) que, pour tout M € R(T') on a up(1) = —up5(1), ce qui
équivaut a o
upmu(l) = —upyus(l), VM eR(D). (6.22)

Par comparaison de (6.20) et (6.22) on obtient
up(1) = —upy(1), YM e R(T).
Cette équation conduit a

MM(l):—MMU3(1), VMER(F)
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soit, puisque Ud=1,a o
up(1)=0, VM eR(I). (6.23)

Compte-tenu de (6.23), ’équation (6.21) devient
sp(k) =sps(k), VM e R(T). (6.24)
On déduit de I’équations (6.24) reportée dans I’équation (6.11) que
sm(k)=0, VM eR(I). (6.25)

Ainsi, grace au lemme 6.4.5, a (6.19) et (6.25) on a sy;(¢) = 0 pour tout M € R(I') et
¢ €[1,3g+2]. On en déduit qu’il n’y a pas de relation de dépendance linéaire faisant
intervenir a la fois des équations provenant de S et de U. Cela achéve la preuve du
théoreme lorsque k est pair.

Si k est impair, on déduit de (6.21) I’équation

up(1) = ups(1) VM e R(D). (6.26)

Puisque S et US engendrent SL(2,Z), on déduit de (6.26) et de (6.20) qu’il existe une
constante u(1) telle que

up(1)=u(l) VM eR(). (6.27)
Avec les notations du lemme 6.4.1, on déduit du lemme 6.4.5 et de (6.19) que ap(j) =0
pour tout j € [1,k—1]. Par définition, on en déduit que pour tout j € [rp+1, 2k—r,—1]\ {k}
et pour tout M € R(I'), on a

Y (OPF () +8(3lk = 1)8(j = ri + Vuipg (e + 1)
(=1
+0(3lk)o(j = i + D)[up(rx + 1) —upry (i + 1))
+8(31k)8(j = 2k — 1 = Vupgy2(2k =1 = 1) = upg(2k =1 = 1) = 0. (A;)

On suppose, en plus de k impair, que 3 ne divise pas k (ce dernier cas, légerement
différent, est traité ensuite). Pour ¢ € [1,k—r;—1], I’équivalence ng_l(k+ H=0{0>2t+1
(resp. ng_l(k —1)=0& € >2t+2) permet de transformer I’équation (Ay,;) (resp. (Ax_;))
en les relations de récurrence

t-1 -1
t+r—1 t+r—1
up(21) = uM(2r+1)( . )—ZuM(Zr)( - )
=0 t , e (6.28)
+7 +7r—
—up(2t+1) = 2r+1 2
w(2241) =) af2rs l 2r)+;uM( (5

Par récurrence, on déduit alors de (6.27) qu’il existe pour tout £ € [1, 2k — 21, — 1] une
constante u({) telle que L
up(0)=u(€), VM eR(). (6.29)
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Grace au lemme 6.2.6 on vérifie par récurrence que

t+1 2t-1

u(2t)  =(-1) )u(l)

A (6.30)

u(2t+1) :(—1)f(t

)u(l)

Toujours avec les notations du lemme 6.4.1, I’égalité a,(2k —r;) = 0 s’écrit alors
k—rk—l
re—1 2r—1\(k—r,—1+7r
~1)F -1)
[( )(k—rk—l)+ ;«( )( r )( 2r—1
k—rk—l
k—re—1+r\(2r
-1) 1)=0.
- ;( >( ) )(r)]um 0

Grace au lemme 6.2.6, cette équation se récrit

[(—1)q(2;) + (—1)@(2ﬂ;1)]u(1) =0 sik=3g+2;

[(-1)4(%“) - (—1)q(2°7q*1)]u(1) =0 sik=3g+1.

On a donc u(1) = 0 puis, grace a (6.30) et (6.29)
up(€) =0, VM eR(I), Ve[, (6.31)

Lorsque 3 divise k, les équations (6.28) restent vraies pour t € [1,k —r; — 2]. On en
déduit que (6.30) reste vraie pour t € [1,k—r,—2]. Ainsi (A;_, _») donne I'existence d'une
constante C telle que

MM(T’k-i-l)—MMU(T’k-}—l):C, VMER(F)
Le choix particulier de M € RY(I') montre que C = 0. Grace a (6.12b),
up(re+1)=0.

L'égalité ap;(2k —rx — 1) = 0 donne ensuite u(1) = 0 puis (6.31).

Finalement, si k est impair, le membre de droite de (6.10) est nul et, puisque les
équations {tM} sont linéairement indépendantes lorsque M parcourt R(I') et ¢ parcourt
[1,k], on déduit que sp(t) = 0. On en déduit qu’il n’y a pas de relation de dépendance
linéaire faisant intervenir a la fois les équations provenant de S et de U.

On déduit le théoreme 6.1.1 de ce qui précede.
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6.5 Une autre application des périodes

Cet courte section propose une application du morphisme d’Eichler-Shimura indé-
pendante de la précédente. On suppose désormais I' = I(p) avec p un nombre premier

et on note S(2k, p) de préférence a S(2k,16(p)).
Si p est un nombre premier, a une forme f de S(2k, p) de développement de Fourier

f@)=) Fine(nz)
n=1

et un caractere y modulo p, on associe

fox@)=) fimxmenz)
n=1

On note W), I'involution de Fricke définie par

)(Z) = P_kZ_Zkf(i)'

Wpf(z) = f|( pz

0-1
p 0

On note alors
Wfex =Wy f)ex.

Le but de cet courte section est de montrer comment on peut caractériser une forme
modulaire a partir des fonctions L de W, f.
Dans [Mar01], le premier auteur prouve le

LEMME 6.5.1
Soit k > 1 un entier, p un nombre premier, x un caractére modulop et f € S(2k,p). On a
pour tout s complexe

prs i AW, f ®x,5) Si X # X0
1 h

— Y XMAflo 1 \s) = ,
0 {5 (257 7 \pAW, f ®x0,9) = (0~ VAW, £19)  six = xo-
Par orthogonalité, on déduit le

COROLLAIRE 6.5.2
Soit k > 1 un entier, p un nombre premier eth € {1,...,p — 1}. Soit f € S(2k,p) ets e C.
Alors

s—k
A<f|(0_hl),s>=p Y X @AW, f e x.s)

1
P=2 4 (mod p)

- ps_kA(Wpf ® Xo0,8) + PS_kA(Wpfrs)-
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On définit X(p) comme I'ensemble des p—1 caractéres modulo p. On déduit du corollaire
6.5.2 la proposition 6.1.2 : on note m(h) la matrice ((1) - ) D’apres le corollaire 6.5.2,
I’hypothese de la proposition a prouver implique que L(f|,n),€) = L(gln(n), €) pour tout

hde[l,p—1]etde][l,k]. D’autre part, on déduit de I’égalité

(2m)¢
L(fls, €)= —m/\(wpf,f)
que L(fls,€) = L(gls,€) pour tout € de [1,k]. Puisque I, S et les matrices m(h) lorsque h
parcourt [1, p—1] constituent un ensemble de représentants du quotient I(p)\SL(2,7Z), on
déduit de la proposition 6.3.1 que L(f|p,€) = L(g]m, €) pour tout M € R(I') et € € [1,2k—1].
Finalement, on a pj((f) = pp(g) et, grace a I’éphimorphisme de d’Eichler-Shimura on a
f =g, ce qui termine la preuve.



Annexe A

Sommes de Kloosterman

Soit m, n des entiers positifs ou nuls et c un entier strictement positif, on définit la
somme de Kloosterman S(m, n;c) par

S(m,n;c) = Z e(M)
)

C
x (mod ¢

(x,c)=1

avec xX =1 (mod c). Cette somme ne dépend que des classes modulo c de m et n. Pour
faciliter la lecture des preuves, on fera la

CONVENTION 1

Lorsqu’un symbole surligné apparait dans une somme de Kloosterman, il désigne
l'inverse du méme symbole non surligné modulo le dernier terme de la somme. Ainsi
dans S(ar,b;c) a-t-onrr =1 (mod c).

On donne quelques propriétés individuelles des sommes de Kloosterman. On a d’abord
le lemme de commutation

LEmMmE A.1
Soit m,n des entiers positifs ou nuls et c un entier strictement positif alors

S(m,n;c) = S(n, m;c).

Démonstration — Cela résulte du changement de variable x +— x dans la définition. [J
Si m = 0 on obtient les sommes de Ramanujan,

LEMME A.2
(Sommes de Ramanujan) Soit m,n des entiers positifs ou nuls et ¢ un entier strictement
positif tel que c divise m alors

o)

n,c X
QD((HT)

S(mmc)=y y(g)d = p(0)

d|(n,c)
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Démonstration — On a

S(m,n;c) = Z e(%) = R(n;c).

x (mod c)
(x,c)=1

Soit d un entier premier a c. Un systeme de représentants modulo cd des éléments
inversibles modulo cd est

{oc+yd,1<60<d,1<y<c(6,d)=1,(y,c)=1}

comme le montre la non-équivalence de chacun des termes de cet ensemble et le calcul
de son cardinal. On a donc

R(med)= Y Z ( 5”7’1)) R(n;¢)R(n; ).

(mod ¢)6 (mod d)
(;/, c)=1 (b d)=1
Ainsi, ¢ — R(n;c) est multiplicative.
On obtient la premiere égalité du lemme en utilisant le fait que la fonction de Mobius
est I'inverse de convolution de la fonction constante égale a 1

Rimsc) = Ze(”ﬁ‘)Z ZP‘ Z (nw)

1<x<c l)(x,c) lc 1<y<?

ce qui, apres évaluation de la somme intérieure se récrit

R =Y po)S= Y ﬂ( )
lc d|(n,c)
in
apres avoir posé d = 5
Enfin la deuxieme égalité est obtenue en comparant les membres de droite et gauche
lorsque c est puissance d’un nombre premier et en concluant par multiplicativité. [J

LemMmE A.3
(Relation de Selberg) Si m, n,c sont des entiers strictement positifs tels que (m,n,c) = 1
alors

S(m,n;c) = S(mn, 1;c).

LemME A.4
Sim,n,a,c sont des entiers strictement positifs tels que (a,c) = 1 alors

S(m, na;c) = S(ma, n;c).
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Démonstration — 11 suffit d’effectuer le changement de variable x - ax dans la définition.
O

LemMMmE A.5
(Multiplicativité croisée) Si m, n,q,r sont des entiers strictement positifs tels que (q,r) = 1
alors

S(m,n;qr) = S(mq, ng;r)S(mr,nr;q) = S(mﬁz, n; r)S(m?z, n;q).

LemME A.6
(Multiplicativité croisée) Soit g = ]_[ p”l’(q) un entier strictement positif. Pour tout nombre

plg

premier p|q on note qp = . Alors sim et n sont deux entiers strictement positifs

1
pvp(q)

S(mr 11,1]) = I_[S(m%, Tl%;pvp(q)) = HS(m%z’ n;p”p(Q))'
plq plg

Démonstration — On considére trois entiers strictement positifs s, ¢, u premiers entre eux
deux a deux. Alors grace au lemme A.5

S(m,n;stu) = S(ms, ns; tu)S(mtu, ntu;s)
ouss=1 (mod fu). Or
S(ms, ns;tu) = S(mist, nst; u)S(msu, nsu; t).

D’autre part, puisque ss =1 (mod tu) alors ss=1 (mod t) et ss=1 (mod u) donc on
peut remplacer dans les équations précédentes’s par s pour obtenir

S(m,n;stu) = S(mst, nst;u)S(msu, nsu;t)S(mtu, ntu;s).

Cette remarque permet d’obtenir la premiere égalité du lemme par itération. La seconde
égalité découle du lemme A.4. [

On note que si (m,n,qr) = 1 I'application des lemmes A.5 et A.3 donne le

LEmMME A.7
Sim,n,q,r sont des entiers strictement positifs tels que (q,r) =1 et (m,n,qr) = 1 alors

S(m,n;qr) = S(mng>,1;r)S(mnv?,1;q)
D’autre part, lorsque c est une puissance d’'un nombre premier on a le

LEmME A.8
Sip est un nombre premier, si m est un entier strictement positif divisible par p et sia
est un entier positif ou nul alors

S(m, 1;p%) = u(p®)
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On en déduit les lemmes A.9 et A.10.

LEMME A.9
Soit q un entier supérieur ou égal a 1 et m un entier strictement positif divisible par le
noyau de q, N(q) =[], p- Alors

S(m,1;q9) = p(q)-

Démonstration — On écrit g =[], p"@. Alors, d’aprés le lemme de multiplicativité
croisée (lemme A.6) on a

S(m, 1;q) = I_[ S(m%2’ 1;p7/p(‘%))
plg

avec g, = ——. Le lemme A.8 donne alors
p pr(q)

S(m%z, 1;;,%(‘1)) - I/l(pvp(lﬂ)

et la multiplicativité de y permet de conclure. [J

LemmE A.10
Sim, g, r sont des entiers strictement positifs tels que (m, q, r)>1 alors

S(m,1;qr)=0.
Démonstration — Soit p un diviseur premier de (m,q,7). On écrit m = m’p®, q = q'p® et
r=r'p®avec (m’,p)=(q’,p) = (r,p)=1leta>1,b>1,c> 1. Alors, grace a la relation

de multiplicativité croisée (lemme A.5), S(m, 1;4qr) est divisible par S(m’sz“, 1; pb*e).
Mais, puisque b+c > 2 et a > 1, cette derniere somme est nulle d’apres le lemme A.8. O

On déduit aussi des lemmes A.5 et A.8 le

LemMmE A.11
Pour tous entiers strictement positifs m,n,q et r avec n|q

u(q)S (mmn, 1;r%) si(r,n)=1etnl|lq;

0 sinon.

S(mn,l;rq):{

Démonstration — Si (r,n) =1 et (n, %) =1, la relation de multiplicativité croisée (lemme

A.5) permet d’écrire la factorisation
I
S(mn,1;rq) = S(mn, 1;r=)S(mnr= ,1;n).
n n
Le lemme A.9 permet alors de conclure. Si (r,n) # 1 on a (mn,q,r) = 1. Si (n, %) #1 on
écrit rg = rn% et (mn,rn, %) # 1. Dans les deux cas le lemme A.10 implique la nullité de
S(mn,1;rq). O
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LEmMME A.12
Soit m, n, ¢ trois entiers strictement positifs. Soit p un nombre premier. On suppose que
p2 divise c et que p divise m. La somme S(m, n;c) est nulle dés que ['une des conditions
suivantes est vérifiée

1. p nedivise pas n;

2. vp(m) 2 v,(c) 2 vy(n)+2;

3. vp(c) 2 vp(m) +1 > vy(n) + 2.

Démonstration — 1. Dans le premier cas, les lemmes A.4 et A.5 permettent de factoriser
S(m,n;c) par S(mh, 1;p”P(C)) avec h = n?z,c = p"!’(c)c’, c’’=1 (mod p"!’<c)). Cette derniére
somme est alors nulle d’apres le lemme A.8.

Dans les deuxieme et troisiéme cas, on peut supposer que p divise n (sinon on se
ramene au cas 1.) et on écrit

c= Py+2c’, (P,C/) = 1,7/ >0;

m= p”zm', (p,m’)=1,v>0;
n=p"c, (p,n')=1,1>0.

Grace aux lemmes A.4 et A.5, on factorise S(m,n;c) par S(hp¥*?,p'*1;p?+2) avec h =
_2 p—

m'n’c’”, c’'c’=1 (mod p?*?).

2. Dans le deuxiéme cas, on a v +2 >y + 2, la somme S(hp¥*?,p'*1;p?+2) est une somme

de Ramanujan. Puisque p? divise cette somme de Ramanujan est nulle.

P
(pq+1’py+2))
3. Dans le troisieme cas, ona y > v +1 et v > 7. On écrit alors

hpV*lx + p'x
2 _n+l. y+2y P p

S(hp"*%,p""5p7"7) Z e(T)
x (mod p?*?)
(x,p?*?)=1

2
PVZ’1€ hpv+1X+Pr’f '
= py+1
X=
(x,p)=1

Par division euclidienne de x par p?*! on écrit de facon unique x = y + p? "'k avec
0<y<p’*2?-let0<k<p-1.Lesassertions (x,p) = 1 et (v, p) = 1 sont alors équivalentes.
On a alors X = J(1 —pkp?*!) avec yy = 1 (mod p?*?). Pour le prouver, il suffit de vérifier
que xx =1 (mod p?*2). Etsiyp =1 (mod p?*?)alors yy =1 (mod p?*!). On a alors

p-1prti-1

hp**ly+py
S(]’lpv+2,p"+1;p7+2) — e(
k=0 y_Zo pr!
(¥.p)=1

pS(hp**L, p';p7 ).
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Sin=0alorsv+1>1ety+12>2donclelemme A.8 permet de conclure. Si # =0, on
réitére le processus pour obtenir

S(hpv+2,p17+1;py+2) — pr7+1s(hpv+1—z1, 1;p7/+1—17)'
Puisque v+1-#n>1ety+1-1n>2,onconclut al’aide du lemme A.8 [

Enfin, on a la majoration due a Weil et Estermann [Est61],

LeMME A.13 (MajorATION DE WEIL-ESTERMANN)
Sim,n,c sont trois entiers strictement positifs,

S (m, 1;¢)| < /(m,n,c)t(c)Ve.
On donne ensuite quelques propriétés de sommes de sommes de Kloosterman.

LemME A.14
Sim,n,c sont des entiers strictement positifs alors

‘M((Wic)) ‘u((nfc )

|

S(m,na;c) = .
a (mod c) ¢ (m,c)) (P(TC))
(a,c)=1

—

Démonstration — On ouvre la somme de Kloosterman et, apres intervertion des sommes

finies on obtient
mx nax
E S(m,na;c) = > e(T) E e(?).

a (mod c) x (mod c) a (mod c)
(a,c)=1 (x,c)=1 (a,c)=1

Dans la seconde somme, on effectue le changement de variable b = ax, qui est justifié
puisque (x,c) = 1 puis, dans la premiere on effectue le changement x — x. On obtient

alors

mx nb

Y smama= Y ") Y %)
c c
a (mod c) x (mod c) b (mod c)
(a,c)=1 (x,0)=1 (b,c)=1

Le résultat s’obtient par évaluation des sommes de Ramanujan. [
On peut légérement généraliser ce résultat en tordant les sommes par des caracteres de
Dirichlet. On obtient alors le

LEMME A.15
Sim,n,c sont des entiers strictement positifs et si x est un caractére modulo c, alors

Z x(a)S(m,na;c) = G, (m)G,(n)
a (mod c)
(a,c)=1
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ot G, (m) est la somme de Gauss associée a m

En particulier, si(n,c) =1 on a

Z x(a)S(m,na;c) = x(n)G,(m)G,
a (mod c)
(a,c)=1

ol G, = G,(1) est la somme de Gauss associée a 1

Démonstration — On ouvre les sommes de Kloosterman, on intervertit les sommes puis,
apres le changement de variable b = ax on obtient

Y x@stmuao= Y e(”?)b(z v )

a (mod c) x (mod ¢) mod c¢)
(a,c)=1 (x,c)=1 (b,c)=1

la multiplicativité des caracteres de Dirichlet puis le changement de variables x - x
permettent de conclure. Dans le cas particulier ou 7 et ¢ sont premiers entre eux, on fait
le changement de variables supplémentaires d = nb pour obtenir le résultat énoncé. [J

On donne un résultat semblable lorsque x est un caractere modulo un diviseur de c.

LEMME A.16
Soit ¢ un entier et x un caractére modulo c. Soit n un entier alors

x(a)S(an,1;cn) = )((n)y(n)G)z(
a (mod c)
(a,c)=1
Démonstration - Si (c,n) = 1 alors S(an,1;cn) = 0 d’apres le lemme A.10 et x(n) = 0 donc
le résultat est vrai. On suppose maintenant (c,n) = 1. Par les lemmes A.5 et A.2 on a

Z x(a)S(an,1;cn) = p(n) Z x(a)S(an, 1;c)
a (mod c) a (mod c)

(a,c)=1 (a,c)=1

et on obtient le résultat énoncé par utilisation du lemme A.15. [J

LEmMMmE A.17
On suppose vraie ’hypothése de Riemann des séries L associées aux caractéres de
Dirichlet. Soit €,t,N des entiers strictement positifs et x un réel strictement positif
1 wiry)
Y s 1) =2 = 2(0) %V + O(p(#)In (£x) + Ve (1) In(N)
p<x \/ﬁ (P(W)

(p,ﬁ)zl
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Démonstration — On note Xy (x;¢;t) la somme de gauche du lemme. La contribution a
cette somme des p divisant t est négligeable. On pose t = pt’. Grace aux lemmes A.11 et
Al3ona

1
IS(pt, 1;pt))| <IS(PL, 1;t')| < —=Vir(t)
VP

d’ou
Inp
| S(pl,1;t)—=| < Vtr(t)Inln(3t).
Y S
(p,N)=1,plt
Ainsi

In(x0t) = S(pl, 1; t O(Vtt(t)InIn(3t)
I
(p.N)=(p,t)=1

On efface la condition (p, N) = 1 grace a la majoration

Sp€1t—<<\/_ —= <+tr(t)InN.
T

Soit a tel que p =a (mod t) alors (a,t)|p et puisque (p,t) =1 alors (a,t) = 1. Ainsi

1
In(x;6t) = Z S(al,1;t) Z np+O(\/_T Inln(3t) +\/_T (t)InN).
a (mod t) p=<x \/I_?
(a,t)=1 p=a (mod t)
Par utilisation de l'orthogonalité des caractéres modulo f on a ensuite
1 _, Inp
In(x0t) = — Z Z S(al,1; t)Z)((p)—.
(P (mod t)a (mod t) psx \/I_j
Grace au lemme A.15 et a ’hypothése de Riemann des séries L de Dirichlet on en déduit

1
Th(x6t) = >0 <§u>GG 0)(26,Vx + O(In® tx))

(\/_’c lnln3t+\/_r lnN)

On peut alors conclure

=

t
(z7)

t
(o

In(x6t) = 2u(t)

\/9_c+O((p( )In®(tx) + Vit(t) lnN)

_e

On obtient un terme d’erreur plus précis dans le
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LEmMME A.18
On suppose vraie ’hypothése de Riemann des séries L associées aux caractéres de
Dirichlet. Soit N un entier , n un diviseur de N et ¢ un multiple de N. Alors pour tout

x>2
u(s)?
P(5)

p; S<pn,1;c>h‘75 = 25(nllc)u(n)

(pN)=1

Vi + O(%ln3(cx))

ou d(nllc) =1 si(n,;) =1 et0 sinon.
Démonstration — On pose ¢’ = 7. On commence par évaluer la somme

Z S(pn,1;c)lnp.

p=x
(p.c')=1

Apres avoir regroupé les p par classes de congruences et détecté ces congruences par
insertion de caracteres, on trouve

Z S(pn, 1L;¢)lnp = (p(lc’) Z Z f(a)S(an,l;c)Z)((p)lnp. (A.1)

psx X (mod ¢’)a (mod ¢’) p<x
(pe)=1 (a,c’)=1

En effet, si p =a (mod ¢’) alors pn = an (mod c) et S(pn, 1;c) = S(an, 1;c). Lhypothese
de Riemann des séries L de Dirichlet donne, pour un caractere xy quelconque modulo ¢’

Z)((p)lnp = 5 x+O(Vx(Inc'x)?)

p<x

0, valant 1 si x est le caractere principal et 0 pour tout autre caractere. Le lemme A.16
permet d’écrire
Y X(@S(an,1;¢) = X(m)u(n)GZ.

a (mod ¢’)
(a,c’)=1

Ainsi (A.1) devient

I; S(pn,l;c)lnp:6(n||c)y(n)’jp(+;),)2x+0[ﬁ Z |GX|2\/§(1nc’x)2]

(p.c’)=1

x (mod ¢’)

Or, par développement du carré et utilisation de la relation d’orthogonalité des caracteres

on obtient
Y16 = (e
X (mod ¢’)
Ainsi o
Z S(pn,1;¢)Inp = 5(n||c)pt(n)i:0((ccz) X+ O((p(c’)\/y_c(lnc'x)z) (A.2)
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On efface la condition (p,¢’) = 1 en utilisant, si (n,¢’) =1

ZS(pn, L;c)lnp| < ZIS(ﬁp, 1;¢)Inp < t(c’)Ve'In(c’) < @(c’)In(c’)
p=<x p<x
ple’ ple’

la premiere inégalité résultant du lemme A.11 et la deuxieme du A.13. Ce résultat reste
valable lorsque (1,¢’) # 1 car dans ce cas la somme est nulle par le lemme A.11. Enfin,
on efface la contribution des p divisant N en utilisant, si (n,¢’) = 1

ZS(pn, L;c)lnp| < ZlS(pﬁ, 1;¢)Inp < t(c’)Ve'In(N) < @(c')Ve'In(c).
p<x p<x
pIN pIN

Ainsi, I'expression (A.2) est vraie en remplacant la condition (p,c¢’) =1 par la condition
(p,N) = 1. Ce résultat reste valable lorsque (n,c’) # 1 car dans ce cas la somme est nulle
par le lemme A.11. Enfin, on obtient le résultat du lemme par intégration par parties. [J



Annexe B

Fonctions de Bessel

On récapitule dans cette partie les propriétés des fonctions | de Bessel dont on aura
besoin. Si k est un entier positif ou nul, la fonction de Bessel d’ordre k est définie par

) (_1)r (E)k+27

Ji(z) = A+ )\ 2

r=0

pour tout z€ C. Pour k> 1ona
Ji(2) < 2. (B.l)

D’autre part, pour tout k > 0 on a

I
Ji(z) = lf cos(n6 —zsin0)d6
T Jo

d’ou on déduit, pour tout k > 0 et tout ze C

Uk(2)l < 1. (B.2)

D’autre part, on a les relations de récurrence suivantes

k
2 k(%) = Ji1 () +Jea (6) - (x 20,k > 1) (B.3)
et

21 (%) = Jr—2(x) = Jx(x)  (k>2) (B.4)

Enfin, la transformée de Mellin de J;_; est donnée par
Jm] (x)x*dx = 2° F(%) (B.5)

0 k-1 F(%) .

cette égalité étant valable pour Re(s) < % et Re(s+ k) > 0. On obtient un développement
asymptotique de cette transformée de Mellin en considérant le développement en
produit de Gauss de la fonction I

e k
I =tim —[ | =

141
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valable pour Re(z) > 0. On en déduit, pour tout 0 < € < 1 la majoration

F(&l+5) :u2s[l +O£(£)]
a

I'(a-s)

uniformeena>1let|s|<1-e¢.

(B.6)
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Résumé

On propose quatre contributions a I’étude des fonctions L de formes modulaires. La
premiere montre que le Jacobien d’une courbe modulaire possede un facteur simple
sur le corps des rationnels de grande dimension et de rang nul, et un facteur simple de
grande dimension et de grand rang. La seconde établit la conjecture de densité de niveau
1 des petits zéros pour de nouvelles familles de fonctions L de formes modulaires. La
troisieme étudie la distribution de la valeur en 1 de la fonction L de carré symétrique
d’une forme modulaire. La derniére établit, en collaboration avec F. Martin, un critére
de détermination des formes modulaires par les valeurs spéciales de leurs fonctions L.
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