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Une infinite de nombres premiers
La preuve d'Euclide (—325 —265 )

Soit p un nombre premier

parmi tous les entiers naturels inférieurs a p,
sélectionnons ceux qui sont premiers

Détail de L'Ecole d’Athéne par Raphaél (1483-1520) Stanza della Segnatura, Palazzi Pontifici, Vatican
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Une infinite de nombres premiers
La preuve d'Euclide (—325 —265 )

Soit p un nombre premier

parmi tous les entiers naturels inférieurs a p,
sélectionnons ceux qui sont premiers

on en fait le produit et on ajoute un

Détail de L'Ecole d’Athéne par Raphaél (1483-1520) Stanza della Segnatura, Palazzi Pontifici, Vatican
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Une infinité de nombres premiers
La preuve d'Euclide (—325 —265 )

Soit p un nombre premier

parmi tous les entiers naturels inférieurs a p,
sélectionnons ceux qui sont premiers

on en fait le produit et on ajoute un

» soit le nombre obtenu est premier : on obtient un
nombre premier strictement supérieur a p

Détail de L'Ecole d’Athéne par Raphaél (1483-1520) Stanza della Segnatura, Palazzi Pontifici, Vatican
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Une infinité de nombres premiers
La preuve d'Euclide (—325 —265 )

Soit p un nombre premier

parmi tous les entiers naturels inférieurs a p,
sélectionnons ceux qui sont premiers

on en fait le produit et on ajoute un

» soit le nombre obtenu est premier : on obtient un
nombre premier strictement supérieur a p

» soit le nombre premier obtenu n'est pas premier, il
est alors divisible par un nombre premier qui ne peut
pas étre inférieur a p : on obtient un nombre premier
strictement supérieur a p.

Détail de L'Ecole d’Athéne par Raphaél (1483-1520) Stanza della Segnatura, Palazzi Pontifici, Vatican
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Une infinite de nombres premiers

Une preuve... topologique (Ftirstenberg, 1955)

St a et b> 0 sont entiers : N,, ={a+nb: n € Z}
Topologie sur Z : O est ouvert si O =@ ou si

Vae O,3db>0: Na,bEO

(un ouvert non vide est donc infini)
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Une infinite de nombres premiers

Une preuve... topologique (Ftirstenberg, 1955)

St a et b> 0 sont entiers : N,, ={a+nb: n € Z}
Topologie sur Z : O est ouvert si O =@ ou si

Vae O,3db>0: Na,bEO

(un ouvert non vide est donc infini)

» une réunion quelconque d'ouverts est un ouvert
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Une infinité de nombres premiers

Une preuve... topologique (Ftirstenberg, 1955)

St a et b> 0 sont entiers : N,, ={a+nb: n € Z}

Topologie sur Z : O est ouvert si O =@ ou si

Vae O,3db>0: Na,bEO

(un ouvert non vide est donc infini)

» une réunion quelconque d'ouverts est un ouvert
» st 071 et Os sont ouverts, soit a € O1 N O, alors
N,p, CO1et Nyp, COs donc N, pp, CO1NOo.
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Une infinité de nombres premiers

Une preuve... topologique (Ftirstenberg, 1955)

St a et b> 0 sont entiers : N,, ={a+nb: n € Z}

Topologie sur Z : O est ouvert si O =@ ou si

Vae O,3db>0: Na,bEO

(un ouvert non vide est donc infini)

» une réunion quelconque d'ouverts est un ouvert
» st 071 et Os sont ouverts, soit a € O1 N O, alors
N,p, CO1et Nyp, COs donc N, pp, CO1NOo.

N, est fermé (et ouvert!) :

=
Nop =27\ U Nayib.
=

e
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Une infinite de nombres premiers

Une preuve... topologique (Ftirstenberg, 1955)

Tout nombre premier difféerent de —1 ou 1 admet un
diviseur premier :

Z\{-1,1} = | No,.

pEP

St P est fint alors
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Une infinite de nombres premiers

Une preuve... topologique (Ftirstenberg, 1955)

Tout nombre premier difféerent de —1 ou 1 admet un
diviseur premier :

Z\{-1,1} = | No,.

pEP

St P est fini alors
» Z\ {—1,1} est fermé
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Une infinite de nombres premiers

Une preuve... topologique (Ftirstenberg, 1955)

Tout nombre premier difféerent de —1 ou 1 admet un
diviseur premier :

Z\ {1 e U No,p-

pEP

Si P est fini alors
» Z\ {—1,1} est fermé
» donc {—1,1} est ouvert

-
UNREE pasch

Emmanuel Royer Compter les nombres premiers... jusqu’au chaos quantique



Une infinite de nombres premiers

Une preuve... topologique (Ftirstenberg, 1955)

Tout nombre premier difféerent de —1 ou 1 admet un
diviseur premier :

Z\ {1 e U No,p-

pEP

Si P est fini alors
» Z\ {—1,1} est fermé
» donc {—1,1} est ouvert
» or, {—1,1} n'est ni vide ni infini.
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Une infinité de nombres premiers

Une preuve... topologique (Ftirstenberg, 1955)

ON THE INFINITUDE OF PRIMES

HarrY FURSTENBERG, Yeshiva University

In this note we would like to offer an elementary “topological” proof of the
infinitude of the prime numbers. We introduce a topology into the space of
integers S, by using the arithmetic progressions (from — ® to 4 «) as a basis.
It is not difficult to verify that this actually yields a topological space. In fact,
under this topology, .S may be shown to be normal and hence metrizable. Each
arithmetic progression is closed as well as open, since its complement is the union
of other arithmetic progressions (having the same difference). As a result, the
union of any finite number of arithmetic progressions is closed. Consider now
the set A =UA ,, where 4, consists of all multiples of p, and p runs through the
set of primes = 2. The only numbers not belonging to 4 are —1 and 1, and since
the set { -1, 1} is clearly not an open set, 4 cannot be closed. Hence 4 is not
a finite union of closed sets which proves that there are an infinity of primes.

Harry Furstenberg, The American Mathematical Monthly, Vol. 62, No. 5 (May, 1955), p. 353.
(© Mathematical Association of America S TEsen %
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Une infinite de nombres premiers
Une preuve analytique (Euler 1707-1783)

Dans le développement du produit

]
| | (1+—+—2+---
s i

pEP
p<N
. : 1 \
il y a tous les entiers de la forme —- - ou
Pi .- Puw

P1i,---,Pu SOnt premiers inférieurs a N et vy, ..., v,
sont entiers naturels.

STE AL
gtké“e‘t&é‘r“
‘ .

Emmanuel Royer Compter les nombres premiers... jusqu’au chaos quantique



Une infinite de nombres premiers
Une preuve analytique (Euler 1707-1783)

Dans le développement du produit

]
| | (1+—+—2+---
s i

pEP
p<N
. : 1 \
il y a tous les entiers de la forme —- - ou
Pi .- Puw

P1i,---,Pu SOnt premiers inférieurs a N et vy, ..., v,
sont entiers naturels.

Réciproquement, tout tel entier, et en particulier tout
entier inférieur a N s’y retrouve.
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Une infinité de nombres premiers
Une preuve analytique (Euler 1707-1783)

Dans le développement du produit

gl
| |(1+—+—2+---
P P

pEP
p<N
. : 1 \
il y a tous les entiers de la forme —- - ou
Pi .- Puw

P1i,---,Pu SOnt premiers inférieurs a N et vy, ..., v,
sont entiers naturels.

Réciproquement, tout tel entier, et en particulier tout
entier inférieur a N s’y retrouve.

N
1 1 1
E _<|_| 1‘|‘——|——2—|—'°° :
n
=L pPEP p p .
p< N \ yo i
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Une infinité de nombres premiers
Une preuve analytique (Euler 1707-1783)
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Johann Georg Brucker, 1756.
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Une infinite de nombres premiers
Une preuve analytique (Euler 1707-1783)

1]
[ Pl 1 1
[] (1+—+—2+---) — B (1+—+—1).
L P P b p plp—1)
p<N p<N

1+ x < e* donc

ey 1 1
| (1+_+_2+...) <|_|e)(p(5+p(/o—1))

peP E & pEP
p<N p<N
1 1
= exp E —+E —
‘P Zprlp—1)
p<N p<N
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Johann Georg Brucker, 1756.
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Une infinite de nombres premiers
Une preuve analytique (Euler 1707-1783)

1 1 1
1+ —4+—+-- )éexp E —+E —_—
2 _
pep( D r P Hpelp—1)
p<N p<N p<N
1 1
< 2L -
op | ) ) o
pEP n>2
p<N
= exp E 1—|—1
pEP'D
p<N
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Une infinité de nombres premiers
Une preuve analytique (Euler 1707-1783)

Ainsi

1 1
E — Sexp E — g
n P
n<N peP
p<N

or

AT L)
" omth ERDY
n

n=1
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%tg;%&;»“?
‘ .

Emmanuel Royer Compter les nombres premiers... jusqu’au chaos quantique



Une infinité de nombres premiers
Une preuve analytique (Euler 1707-1783)

Ainsi
1 1
MERIS DAL
n p
n<N peP
p<N
or
N n+1 N
dt 1
" omth ERDY
n=1 n=1
donc

In(In(N)) — 1 < Z%

pEP
p<N
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Une infinité de nombres premiers
Une preuve analytique (Euler 1707-1783)

Ainsi
1 1
> Leon| X Lo
n p
n<N peP
p<N
or
N n+1 N
dt 1
" omth ERDY
n=1 n=1
donc

In(In(N)) — 1 < Z%

pEP
p<N

donc P est infini.
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Compter les nombres p

La fonction de comptage

St x > 2 est réel, on note 7t(x) = #{p € P: p < x}.
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Compter les nombres premiers

La fonction de comptage

Si x > 2 est réel, on note st(x) =# {p € P: p < x}. De
(i) ~1< 2
pEP
p<N

on deduit
7t(x) = 2In(In|x]) —

e caL
P
‘ .
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Compter les nombres premiers

La fonction de comptage

Si x > 2 est réel, on note st(x) =# {p € P: p < x}. De
(i) ~1< 2
pEP
p<N

on déduit

7t(x) = 2In(In|x]) —

Comment étre plus précis?

erSTE AL
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Compter les nombres premiers

Un peu d'expérimentation

N 7t(N)
10 4
102 25
103 168
10* 1229
10° 9592
10° 78498
10 664 579
108 5761455
10° | 50847534
10%° | 455052511

q ease Date: 2012-07-25
owser-based notebook interface.

Emmanuel Royer
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Compter les nombres premiers

Un peu d'expérimentation

N (N) | N/m(N)
10 4 5
102 25 4
103 168 | 5,95
10* 1229 | 8,13
10° 9592 | 10,42
10° 78498 | 12,73
107 664579 | 15,04
108 5761455 | 17,35
10° | 50847534 | 19,66
10%° | 455052511 | 21,97

ersion 5.2, Release Date: 2012-07-25
-based notebook interface.

ime P=prime_range(10710)
s, Wall: 60.37 s
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Compter les nombres premiers

Un peu d'expérimentation

N 7(N) | N/st(N) | Ecarts
10 4 5

102 25 4 1,50
10° 168 | 5,95 1,95
10% 1229 | 8,13 2,18
10° 90592 | 10,42 | 2,28
10° 78498 | 12,73 | 2,31
107 664579 | 15,04 | 2,30
108 5761455 | 17,35 | 2,30
10° | 50847534 | 19,66 | 2,30
1010 | 455052511 | 21,97 | 2,30

ersion 5.2, Release Date: 2012-07-25
-based notebook interface.

ime P=prime_range(10710)
s, Wall: 60.37 s
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Compter les nombres premiers

Un peu d'expérimentation

Notons

Lorsque x devient grand, il semble donc que

1 1
F(le) — F(X) =2,3...

SeRSTEC AL
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Compter les nombres premiers

Un peu d'expérimentation

Notons

Lorsque x devient grand, il semble donc que

1 1

Connaissez-vous une fonction f vérifiant

f(10x) — f(x) = 2,3...

pour tout x > 07 '
Rodin, Le peneur. %N”b"ﬁéi;”é = %
Musée Rodin, Paris. ‘.?
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Compter les nombres premiers

Un peu d'expérimentation

Notons

Lorsque x devient grand, il semble donc que

1 1
F(le) — E(X) =2,3...

Connaissez-vous une fonction f vérifiant

f(10x) — f(x) = 2,3...

pour tout x > 07 La fonction In!

Portrait de Neper.
Université d'Edinburgl
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Compter les nombres premiers
Une conjecture du jeune Gauss (1777-1855)

Conjecture
%
JT(X)NW (x = F00).
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Compter les nombres premiers
Une conjecture du jeune Gauss (1777-1855)

Conjecture

m(x) ~ — (x = F0o).

Gauss avait 15 ans lorsqu'il fit les calculs précédents et
devina cette premiere version du théoreme des nombres
premters.

sssss
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Compter les nombres premiers
Une conjecture du jeune Gauss (1777-1855)

Conjecture
%

T(x) ~ (x — +09).

In x

Gauss avait 15 ans lorsqu'il fit les calculs précédents et
devina cette premiere version du théoreme des nombres
premiers. Il n‘annonca jamais cette conjecture, n‘ayant
pas de preuve.

@
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Compter les nombres premiers

Précision de la conjecture du jeune Gauss

4e8

3e8f

2e8

le8f

1 . . . 1 . . . 1 . . . 1 . . . 1 %,ﬂ;gg‘;ésch‘-
2e9 4e9 69 8e9 1e10 ia.?
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Compter les nombres premiers

Une conjecture du vieux Gauss

Tout au long de sa vie, Gauss a calculé des nombres
premiers dans le but de comprendre leur distribution. Il a
compté les nombres premiers jusqu’a

3000000!

Le nombre d'erreurs est remarquablement faible.
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Compter les nombres premiers

Une conjecture du vieux Gauss
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Compter les nombres premiers

Une conjecture du vieux Gauss
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Compter les nombres premiers

Une conjecture du vieux Gauss
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Compter les nombres premiers

Une conjecture du vieux Gauss

Anzahl der Primzahlen zwischen 2000000 und 3000000

210 220 230 240 250 260 270 280 290 300
0 0] 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
1 3 2 2 4 1 3 4 2 2 2 25
2 10 9 9 10 9 5 10 7 15 13 97
3 32 27 29 33 37 35 28 43 30 43 337
4 69 70 73 86 78 88 70 93 84 65 776
5 119 145 138 135 146 136 159 137 141 152 1408
6 198 183 179 177 193 193 195 195 179 189 1881
7 203 201 205 194 190 179 201 188 222 212 1995
8 158 167 168 157 151 172 141 145 131 135 1525
9 114 110 113 113 102 88 96 86 110 103 1035
10 63 52 44 54 56 57 54 68 53 58 559
11 21 18 30 29 25 25 22 24 18 15 227
12 8 9 10 7 7 13 17 9 7 11 98
13 2 4 0 1 5 6 1 2 6 1 28
14 0 3 0 0 0 0 1 0 2 0 6
15 0] 0 0 0 0 0 0 0] 0 1 1
16 0] 0 0 0] 0 0 0] 0 0 0 0
17 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

6872 6857 6849 6791 6770 6808 6765 6717 6747 6707 67883

Emmanuel Royer

Compter les nombres premiers... jusqu’au chaos quantique

STE AL
IV i

@



Compter les nombres premiers

Une conjecture du vieux Gauss
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Compter les nombres premiers

Une conjecture du vieux Gauss

Ayant aussi calcule des tables de valeurs de

S dp

Li(x) = —,
x) 5> Int

Causs a fait la conjecture suivante.

Conjecture

m(x) = Li(x)  (x = +00).
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Compter les nombres premiers

Une conjecture du vieux Gauss
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Compter les nombres premiers

Une conjecture du vieux Gauss

Le vieux Gauss précise mais ne contredit pas le jeune
Gauss grace au résultat suivant.
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Compter les nombres premiers

Une conjecture du vieux Gauss

Le vieux Gauss précise mais ne contredit pas le jeune
Gauss grace au résultat suivant.

Exercice

Pour tout entier n > 1, il existe une fonction € de limite
nulle a l'infini telle que

In x In* x In

"kl
i) = = |1+ +—e(x).
k=1 X
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Une conjecture du vieux Gauss
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Une conjecture du vieux Gauss

[77(x) — Li(x)|
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Une conjecture du vieux Gauss

(x) — Li(x)|

5

X —

@

Regardez 'écart maximal en ordonnée
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Compter les nombres premiers

L'idée de genie de Riemann (1859)

La série

nS
n=1

converge normalement sur tout compact de
{seR:s>1}.

Elle définit sur cet ensemble une fonction C*°. Clest la
fonction ¢ de Riemann.

e
ESTEGCAL
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L'idée de genie de Riemann (1859)

La série

nS
n=1

converge normalement sur tout compact de
{seR:s>1}.

Elle définit sur cet ensemble une fonction C*. Cest la
fonction ¢ de Riemann. La décomposition des entiers en
produit de nombres premiers implique

w-f3) 2

pEP pEP
p < N %:’ﬁgggégc»
o @
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L'idée de genie

7
Si s > 1, on peut éérire

+00 d t
E 1 .
ts+1

n<t
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Compter les nombres premiers

L'idée de genie de Riemann (1859)

Si s > 1, on peut écrire

U e g Foo dt
d=Yom=Y o[ ag=s [ Yok
n=1 n=1

n<t

Or,
> MR (1) < [0, 1]

n<t
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L'idée de genie de Riemann (1859)

Si s > 1, on peut écrire

TN e tom +o0 dt
=) m=ye [T [Ty
n=1 n=1

Or,
> MR (1) < [0, 1]
donc ) ~
C(s)zsil—sll %dt.
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L'idée de genie de Riemann (1859)

Si s > 1, on peut écrire

+o<>1 +00 +00 dt +00
SR SiJie- ST ADE
n=1 n=1 2

n<t

Or,

donc

> MR (1) < [0, 1]

n<t

“Roy Lichtenstein

dt
ts+1'

LAY
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by \SE."»“

| J l

Emmanuel Royer Compter les nombres premiers... jusqu’au chaos quantique



Compter les nombres premiers

L'idée de genie de Riemann (1859)

Et alors... l'intégrale

+00
t
[
1 t

converge normalement sur tout compact de

{seR:s>0}.
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L'idée de genie de Riemann (1859)

Et alors... U'intégrale

/+oo 5 dt

. st

converge normalement sur tout compact de
{seR:s>0}.

Autrement, dit l'équation

+00 t
Z(s) = sjl—sjl %dt.

définit sur {s € R: s > 0, s # 1} un prolongement de ¢ en,
fonction C*. w @
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L'idée de genie de Riemann (1859)

Ce n'est pas fini... Riemann a montré que si

6) = sls = T (3) €, T = [ e

pour s > 0 alors
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L'idée de genie de Riemann (1859)

Ce n'est pas fini... Riemann a montré que si

6) = sls = T (3) €, T = [ e

pour s > 0 alors
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Compter les nombres premiers

L'idée de genie de Riemann (1859)

Ce n'est pas fini... Riemann a montré que si

pour s > 0 alors

cls) = ¢(1 —s).

Comme [ peut-étre prolongée en une fonction C* sur R
privé des entiers négatifs (grace a ['(s + 1) = sl (s)) on en
déduit une définition de ¢ sur C\ {0, 1} (et on peut par
ailleurs définir ¢(0) par passage a la limite).

v
SLRsEEE
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Compter les nombres premiers

L'idée de genie de Riemann (1859)

L'idée de génie de Riemann a été de remarquer qu'on
peut prendre s complexe (les conditions s > sy devenant
Res > 0y) dans la définition et dans tous les calculs
precedents.
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L'idée de genie de Riemann (1859)

L'idée de génie de Riemann a été de remarquer qu'on
peut prendre s complexe (les conditions s > sy devenant
Res > 0y) dans la définition et dans tous les calculs
précedents. Utilisant alors la recente théorie des
fonctions analytiques (Cauchy, vers 1820), il montre que
la fonction ¢ est analytique sur C \ {1} et méromorphe
enl:

sssss
WK easct
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L'idée de genie de Riemann (1859)

L'idée de génie de Riemann a été de remarquer qu'on
peut prendre s complexe (les conditions s > sy devenant
Res > 0y) dans la définition et dans tous les calculs
précedents. Utilisant alors la recente théorie des
fonctions analytiques (Cauchy, vers 1820), il montre que
la fonction ¢ est analytique sur C \ {1} et méromorphe
enl:

+00
((s) = Z an(s — sp)” au voisinage de sp # 1

et

s = S Ar Z an(s —1)" au voisinage de 1.
n=0

@
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Compter les nombres premiers

A quoi ressemble C7?

On fixe o et on trace, pour t variant parmi les nombres
réels, la courbe paramétrée (x(t), y(t)) définie par

x(t) + iy(t) = {(o + it).

e
ERSTEc AL
‘ .

Emmanuel Royer Compter les nombres premiers... jusqu’au chaos quantique



Compter les nombres premiers

N

A quoi ressemble C7?

On fixe o et on trace, pour t variant parmi les nombres
réels, la courbe paramétrée (x(t), y(t)) définie par

x(t) + iy(t) = (o + it).

Si la courbe passe par lorigine, c'est en une valeur de t
ou ((o + it) = 0. Tracons les différentes courbes pour
différentes valeurs de o.

1zeta.mov
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A quoi ressemble C7?

On fixe o et on trace, pour t variant parmi les nombres
réels, la courbe paramétrée (x(t), y(t)) définie par

x(t) + iy(t) = (o + it).

Si la courbe passe par lorigine, c'est en une valeur de t
ou ((o + it) = 0. Tracons les différentes courbes pour
différentes valeurs de o.

1zeta.mov

On remarque que la courbe ne passe a l'origine que pour

o= 5 Tracons la courbe correspondante.

largzeta.mov

Films : Jeffrey Stopple opSTEsca %
\\ ) | D ) ’
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L'hypothése de Riemann

Hypothése de Riemann

La fonction & ne s'annule que sur la droite

1
Res = -.
es >

Personne n'a la moindre idée d'un début de preuve...
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Compter les nombres premiers
De ( a 7

La fonction ¢ est reliée au nombres premiers par la
formule explicite de Riemann. On note

P(x) = Z In p.

(p,m)EPXxN*
pm<x

(TE,
(ST AL
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De am

La fonction ¢ est reliée au nombres premiers par la
formule explicite de Riemann. On note

P(x) = Z In p.

(p,m)EPXxN*
pT <X

Alors, Riemann a montré que

X 1 1
l/J(X)ZX—E ———(O)——log(l——)
ox P 4 2

ou p parcourt l'ensemble des zéros de &.
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Compter les nombres premiers
De am

Grace a la formule explicite de Riemann, on sait

démontrer les implications suivantes

St {(1 + it) # 0 pour tout t # 0, alors s(x) ~ %
X

STE AL
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De am

Grace a la formule explicite de Riemann, on sait

démontrer les implications suivantes
X

St ¢(1 + it) # 0 pour tout t # 0, alors 5t(x) ~ T
X

Si U est le sup des parties réelles de zéros de &,
alors il existe une constante C telle que, pour tout

X > 2o0na

|77(x) — Li(x)] < Cx?Inx.

EEEEEE
Qe LA
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Compter les nombres premiers
De am

Grace a la formule explicite de Riemann, on sait

démontrer les implications suivantes
X

St ¢(1 + it) # 0 pour tout t # 0, alors 5t(x) ~ T
X

Si U est le sup des parties réelles de zéros de &,
alors il existe une constante C telle que, pour tout
X > 2o0na

|77(x) — Li(x)] < Cx?Inx.

En particulier, si 'hypothése de Riemann est vraie,
alors il existe une constante C telle que, pour tout
X >=2o0na

|77(x) — Li(x)] < Cv/xInx.

.
I S
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De ( a 7

Si U'hypothese de Riemann est vraie, alors il existe une
constante C telle que, pour tout x > 2 on a

|77(x) — Li(x)] < Cv/xInx.

|7(x) — Li(x)|
X =
0.08 \/)_<
0.06
0.04 ﬂ
0.02f
SeRSTEC AL
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Emmanuel Royer Compter les nombres premiers... jusqu’au chaos quantique



Compter les nombres premiers

La premiere preuve : Hadamard et La Vallée Poussin (1896—1898)

Théoreme

Il existe un réel ¢ > 0 tel que si B+ iy annule &, alors

C
In|y|

Bl <1

STE AL
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La premiere preuve : Hadamard et La Vallée Poussin (1896—1898)

Théoreme

Il existe un réel ¢ > 0 tel que si B+ iy annule &, alors

C
In|y|

Il existe des réels a > 0 et C > 0 tels, pour tout x > 2, on
a

Bl <1

|7t(x) — Li(x)| < Cxe?VInx.

SITE AL
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Le meilleur résultat a ce jour : Korobov et La Vinogradov (1958)

Théoreme

Il existe un réel ¢ > 0 tel que si B+ iy annule &, alors

C
|n|y|2/3(|n |n|y|)1/3.

1Bl <1

(TE
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‘ .
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Le meilleur résultat a ce jour : Korobov et La Vinogradov (1958)

Théoreme

Il existe un réel ¢ > 0 tel que si B+ iy annule &, alors

C
|n|y|2/3(|n |n|y|)1/3.

Il existe des réels a > 0 et C > 0 tels, pour tout x > 2, on
a

1Bl <1

|JT(X) . LI(X)l < Cxe—aln(x)3/5/(|nInx)l/s.

SITE AL
gtké“e‘t&é‘r“
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Un soupcon de matrices aleatoires

En physique

Les physiciens étudient la formation des atomes
d'aluminium en tles.

ERSTECCAL
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Un soupcon de matrices aleatoires

En physique

Les physiciens étudient la formation des atomes
d'aluminium en Tles.

Frank, Wedler, Behm, Rottler, Maass, Caspersen, Stoldt, Thiel & Evans, Physical Review B 66 155435 (2002).

SeSTEcAL
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Un soupcon de matrices aléatoires

En physique

Les physiciens etudient la formation des atomes
d'aluminium en tles.

Frank, Wedler, Behm, Rottler, Maass, Caspersen, Stoldt, Thiel & Evans, Physical Review B 66 155435 (2002).
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Un soupcon de matrices aleatoires

En physique

Les physiciens étudient la formation des atomes
d'aluminium en Tles.

Frank, Wedler, Behm, Rottler, Maass, Caspersen, Stoldt, Thiel & Evans, Physical Review B 66 155435 (2002).
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Un soupcon de matrices aleatoires

En physique

Chaque 1le définit une zone de capture : tout nouvel
atome dans la zone de capture d'une ile est capté par
cette tle.

SeRsTEccaL
UREE pasc
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Un soupcon de matrices aleatoires

En physique

Chaque 1le définit une zone de capture : tout nouvel
atome dans la zone de capture d'une ile est capté par
cette tle.

La taille de la zone de capture est, en quelque sorte, la
distance a l'tle la plus proche. g
PR v @
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Un soupcon de matrices aleatoires

En physique

On étudie alors la distribution des tailles de zone de
capture : combien en existe-t'il dont la taille est
inférieure a une taille donnée?

SeRsTEccaL
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Un soupcon de matrices aléatoires

En théorie des nombres

Les arithméticiens étudient les zéros de (.
Les physiciens étudient la formation des atomes
d’aluminium en tles.
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Un soupcon de matrices aleatoires

En théorie des nombres

Les arithméticiens étudient les zéros de (.

Les physiciens étudient la formation des atomes
d’aluminium en Tles.

Chaque zéro définit une distance au plus proche : cest la
distance au plus proche des autres zéros de (.

Chaque 1le définit une zone de capture.
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Un soupcon de matrices aleatoires

En théorie des nombres

Les arithméticiens étudient les zéros de (.

Les physiciens étudient la formation des atomes
d’aluminium en Tles.

Chaque zéro définit une distance au plus proche : cest la
distance au plus proche des autres zéros de (.

Chaque 1le définit une zone de capture.

Les arithméticiens étudient la distribution des distances
au plus proche : combien de zéros sont distants de moins
qu'une distance donnée d'un autre zéro de ¢7?

Les physiciens etudient la distribution des tailles des
zones de capture
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Un soupcon de matrices aleatoires

Universalite

Les distributions trouvées par les arithméticiens et les
physiciens sont les mémes!
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