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ﬂ Fonctions holomorphes

Soit Q un ouvert de C.

1.1) Dérivée complexe

Définition 1— Une fonction f: Q — C est dérivable au sens complexe en z, € Q si

la limite de
1@~ f@)
Z — Zy
en z, existe. On note alors
f’(z ) = lim M
o =

z—zg  Z— 2

et on appelle nombre dérivé de f en z, cette limite.

Si f est dérivable au sens complexe en tout point de Q on dit que f est holomorphe
sur Q. On note alors f' la fonction définie sur Q qui a tout élément de Q associe le
nombre dérivé de f en cet élément. Cette fonction f’ s’appelle la dérivée de f.

Une fonction holomorphe sur C est dite entiere.

Proposition 2- Soit f et g deux fonctions de Q2 dans C dérivable au sens complexe
en z, € C. Soit A € C. Alors,
i) la fonction f + g est dérivable au sens complexe en z, et (f + g)'(z,)
f'(20) + 8'(20) 5
ii) la fonction fg est dérivable au sens complexe en z, et (fg)'(z,) =
f'(20)8(20) + f(20)8(20) ;

iii) la fonction Af est dérivable au sens complexe en z, et (Af)'(z,) = Af'(z,) ;

1
iv) si f(zy) # 0, la fonction — est dérivable au sens complexe en z, et

1) o= L)
70 fz)?

Remarque 3— Les trois premiers points de la proposition 2 impliquent que ’ensemble
des fonctions holomorphes sur un ouvert Q de C est une algébre associative sur C.

Exercice 4—
Traduire la définition 1 a aide de définition de la limite.
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Exercice 5-
Si f: Q — C est dérivable au sens complexe en z, € Q, montrer qu’elle est
continue en z;.

Exercice 6—

Soit I un intervalle ouvert de R et Q un ouvert de C. Soit f: Q — C une fonction
dérivable au sens complexe sur Q et h: I — C une fonction dérivable. On suppose
que h(I) c Q.

1) Soit ¢ € I. Montrer qu’il existe une fonction e, définie sur un voisinage réel de 0
telle que

h(t +a) = h(t) + ah'(t) + ae;(a)
pour tout a suffisamment petit.

2) Soit z € Q. Montrer qu’il existe une fonction e, définie sur un voisinage complexe
de 0 telle que
fz+u) = f(2) + uf'(z) + uey(u)
pour tout u suffisamment petit.

3) Soit ¢ € I. Déduire des questions précédentes qu’il existe une fonction ¢ définie
sur un voisinage réel de 0 telle que

f(h(t + ) = [ (h(2)) + ah’(£)f" (h(1)) + ae(a)

pour tout a suffisamment petit.

4) En déduire que la fonction de la variable réelle f o h est dérivable, de dérivée
Wf' o h.

Exercice 7—
Démontrer la proposition 2.

Exercice 8-
Soit n = 0 et (a;)o<j<n UNe suite de nombres complexes. Montrer que la fonction
polynomiale

n
— 7
z Z a;z
Jj=0
est holomorphe sur C et donner sa dérivée.
Exercice 9—

Démontrer que ’algebre des fonctions holomorphes sur ’ouvert non vide Q2 de C
est de dimension infinie.
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Exercice 10—
Soit P et Q deux fonctions polynomiales a coefficients dans C. On note Z(Q)
’ensemble des zéros de Q. Pourquoi C — Z(Q) est-il un ouvert? Montrer que la

P e
fonction rationnelle 6 est holomorphe sur C — Z(Q) et donner sa dérivée.

Proposition 11- Soit f: Q — C et g: Q' — C deux fonctions ot Q' est un ouvert
de C tel que g(Q') c Q. Soit z, € Q'. On suppose que g est dérivable au sens
complexe en z, et que f est dérivable au sens complexe en g(z,). Alors,la fonction
fog:Q — C est dérivable au sens complexe en z, et

(f = 8)'(20) = &'(20)f" (8(20))-

Exercice 12—

1) Soit f: Q — C, z, € Q et £ € C. Montrer que les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) La fonction f est dérivable au sens complexe en z, et f'(z,) = ¢;
(ii) Il existe une fonction ¢: O — C continue en z, telle que

f(2) = f(2) + ¢(2)(z = 2)

et (z,) =¢.
2) Démontrer la proposition 11.

3) Ens’inspirant des questions précédentes montrer le résultat suivant. Soit f: Q —
C et g: R — C deux fonctions. On suppose que g(R) c Q. Soit t, € R. On
suppose que g est dérivable en ¢, et que f est dérivable au sens complexe
en g(t,). Montrer qu’alors, f o g est dérivable en t, et que (f o g)'(t,) =

8'(10)f" (8 (%)) -

1.2) Equations de Cauchy-Riemann

Grace a isomorphisme d’espaces vectoriels

cC - R?
x+iy — (x,y)

on peut identifier une fonction de la variable complexe avec une fonction de deux
variables réelles. Si f: Q — C est une fonction de la variable complexe, on définit

O ={(x,y) eR?: x +iy € Q}
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et f la fonction
o - R
(x,y) — (Ref(x+iy)Imf(x+iy)).
Les fonctions Re f et Im f sont des fonctions de la variable complexe. On notera R,e\;C
et Im f les fonctions correspondantes a deux variables réelles :

Ref : © — R ot mf : © — R
(x,y) — Ref(x+iy) (x,y) — Imf(x+iy).

Avec ces notations, on a donc
f= (Ref,lmf).

Exercice 13—
Pourquoi ’ensemble @ est-il un ouvert de R??

Rappelons que La fonction f: @ — R? est différentiable en (x,, ;) € @ si et seulement
s’il existe une application linéaire L de R? dans R? telle que pour tous réels & et k
suffisamment petits, on a

flxo + by yo + k) = f(x0,30) + L(R, k) + [|(h, k) (R, k)

ou |[(h, k)|l = Vh? + k% = |h + ik| et € est une fonction définie sur un ouvert de R?
contenant (0, 0) et vérifiant
lim  é(h, k) = 0.
(h,k)—(0,0)
Si f est différentiable en (x,, ), la matrice de I’application linéaire L dans les bases

canoniques de R? est la matrice jacobienne Jac(xO,yO)(f) de f en (x,,7,). C’est la
matrice a coefficients réels

6Re(f) 6Re(f)
B (X0, Yo) ,L( 0» Yo)
Hectamf) = alm(f) oy
( 0’ 0) ( 0’ 0)
L’application linéaire L est
0 0 0 olm
(h, k) — Re(f)( Xo, Yo) b + R;J(/f)( 0 Yo)k, Im(f)( Xo, Yo)h + J(/f)(xo»yo)k)

(1)

Si f: Q — C est dérivable au sens complexe en z, = x, + i},, par définition il

existe une application e définie sur un ouvert de C contenant 0 et de limite nulle en
0 telle que

Flzo + @) = f(z0) + af'(z0) + ae(a) = f(2o) + af'(z0) + || (%e(a)) @)
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pour tout &« = h + ik suffisamment proche de 0. On écrit @« = h + ik avec h et k
réels, non tous deux nuls. On a donc |a| = ||(k, k)||. En comparant les parties réelles
et imaginaires des membres droit et gauche de (2) on trouve

Re f(zy+a) = Re f(zy)+hRe f'(zy)—kIm f'(zy)+|a| (% Ree(h + ik) — % Ime(h + ik))
et

Im f(zo+a) = Im f(zy)+hIm f'(zy)+kRe f'(zy)+]| ] (% Ime(h + ik) + % Ree(h + ik)) .

En posant z, = x, + i),, on a donc

Re f(xq + I, yo + k) = Re f(xo, 3o) + It Re f'(29) — k Im f'(z9) + || (1, k) [1€,(, k)
et

Im f(xo + h, 3o + k) = Re f(x0, %) + hIm f'(2y) + kRe f'(29) + [I(h, k)€, (h, k)

avec

Ime(h + ik)

& (h, k) Ree(h + ik) —

3 k
i, K)I ICh, )|
et

é(h, k) Ime(h + ik) +

- h+ik).
ORI 1, oy e et + k)

On en déduit

flxo+h,yo+ k) = fx0, %) + (RRe f'(29) = kIm f'(2o), hIm f'(2o) + k Re f'(2,))
+ [|(h, K)l|€Ch, k)

ou
€(h, k) = |€(h, k),&(h, k)|.

L’application

RZ _ IRZ
(h, k) — (hRef'(zy) — kImf'(zy), hImf'(zg) + kRe f'(z,))

est linéaire. Pour montrer que c’est ’application différentielle de f en z,, il reste
donc a démontrer que €(h, k) tend vers 0 lorsque (A, k) tend vers 0. Etudions d’abord
la premiére coordonnée : on a

1l N |
Ime(h + ik)| < i, k)|||Ree(h+lk)|+mllme(h+zlc)l.

h . k
O T3]
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Comme |h| < Vh?+ k? = ||(h, k)| et |k| <= Vh?+ k? = |(h, k)|, on trouve

h k
R h+ik)-—
10 o7 e+ ) = o

Si (h, k) tend vers 0, alors h + ik tend vers 0. Si € tend vers 0 lorsque h + ik tend
vers 0 alors ses parties réelle et imaginaire tendent vers 0. Ainsi,

Ime(h + ik)| < |Ree(h + ik)| + |Ime(h + ik)|.

lim Ree(h+ik)=0 et lim Ime(h +ik) =0.
(h,k)—0 (h,k)—0

l. ~ L D

De semblable facon,

| K N | k)
T T T G R T e O R TT S T

< |Ime(h + ik)| + |Ree(h + ik)|

IRee(h + ik)|

puis
li &,(h, k) = 0.
(h,}c')'lo%( )

La fonction f: @ — R? est donc différentiable en (x,, y,) de différentielle I’appli-
cation linéaire

(h, k) — (Re f'(zg)h — Im f'(zo) k, Im f'(29) hr + Re f'(z) k). (3)
En comparant (1) et (3), on trouve
oRe(f) am(f)
Re f'(zy) = ;)(Cf) (%0, Yo) = T;J(/f) (X0, o)
et o o
OR ol
Im f'(zy) = - ;J(/f) (%0, Yo) = fg}(cf) (%0, Yo)-

Proposition 14- Si f: Q — C est dérivable au sens complexe en z, = x, + iy,
alors f: © — R? est différentiable en (x,, y,) et satisfait aux équations de Cauchy-

Riemann : - -
OR ol
;)(Cf) (%0, Yo) = r(’;)(/f) (%0, Jo)
et o o
OR ol
=D ) = =5 30
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Exercice 15—
Montrer que les fonctions z — z, z — Re(z) et z — Im(z) ne sont dérivables au
sens complexe en aucun nombre complexe.

Remarque 16— Bien sir, avec [’habitude, on n’écrira plus les tildes pour marquer
la différence entre fonctions sur C et fonctions sur R?. Il ne faudra cependant pas
oublier qu’il ne s’agit pas des mémes objets.

Le lecteur intéressé trouvera une présentation légerement différente des faits
précédents dans [FB09, 1.5]. Les équations de Cauchy-Riemann permettent une lien
géométrique entre fonctions holomorphes et similitudes. Les similitudes du plan
sont les bijections du plan euclidien dans lui méme qui préservent les rapports entre
distances. Les similitudes préservent les angles géométriques. Celles qui préservent les
angles orientés sont appelées similitudes directes. Les autres transforment tout angle
orienté en son opposé. Elles sont appelées similitudes indirectes. Les translations,
rotations et homothéties sont des similitudes directes. Les réflexions par rapport a un
axe sont des similitudes indirectes. Toute similitude est obtenue en composant les
similitudes précédemment citées. Une bijection du plan euclidien est une similitude
directe si et seulement si la bijection complexe associée est de la forme

C — C
zZ — az+b

avec a € C* et b € C. Une bijection du plan euclidien est une similitude indirecte si
et seulement si la bijection complexe associée est de la forme

C - C
zZ — az+b

avecaeC'etbeC.

Exercice 17—
Ecrire les bijections complexes associées a

1) la translation de vecteur & de coordonnées (a, 8);
2) la rotation de centre le point Z de coordonnées (p, q) ;

3) ’homothétie de rapport A.

Une matrice de M(2,R) est la matrice d’une similitude directe si et seulement si
elle est de la forme (;;‘ _aﬁ) avec (a, B) # (0,0). C’est la matrice d’une similitude

indirecte si et seulement si elle est de la forme (g . )avec (a, B) # (0,0).
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Exercice 18—
Ecrire les matrices associées dans la base canonique de R? &

1) la translation de vecteur & de coordonnées (a, 8);
2) la rotation de centre le point Z de coordonnées (p, q) ;

3) ’homothétie de rapport A.

Exercice 19—

Soit & et & deux bases de R?. Soit £ une application linéaire de R* dans R?. On
suppose qu’il existe des réels a et  non tous les deux nuls tels que la matrice de
¢ dans & soit (ﬁ o ) Montrer qu’il existe des réels y et 6 non tous deux nuls tels

que la matrice de ¢ dans & soit (} e )

La proposition 14 énonce que, si f: Q — C est dérivable en z, = x, + iy, alors la
matrice jacobienne de f: @ — R? en (x,, y,) est la matrice d’une similitude directe.

Exercice 20—
Décrire la matrice M de similitude directe associée a la fonction entiére z — z3 + z
en un point (x,, J,) de R?. Donner une similitude directe de matrice M.

Réciproquement considérons une fonction f: Q — C telle que la fonction f: o —
R? est de classe C!. On demande donc que les applications

oRe(f) aRe(f) am(f) Am(f)
ox ' ay ' ox ' ay
soient définies et continues sur @. La fonction f: @ — R? est alors différentiable en
tout point de @ : soit (x,, J,) dans @ et (h, k) suffisamment proche de (0,0), on a
Flxo + B,y + k) = Flxo, yo)+

6Re(f)( —_— 6Re(f)( N~ 6Im(f)( o alm(f)

(X0, Yo) Kk
+ II(h, k)le(h, k)

avec

(hl}cr)ll e(h,k)=0.

Si de plus f satisfait aux conditions de Cauchy-Riemann, cette égalité se réécrit

o+ By + k) = fxg, y0)+

oRe(f) al ol 0Re(/)
;)(cf)(xo,J’o)h_¥( Xo» o)k, rga(cf)( o Yo)h + e(f)(XO’yO)k

+ [|(h, K)lle(h, k)
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et donc

Re(f) Glm(f)

(X0, o) + (x O’yo)) (h+ik)
+ |h+ zk|(Ree(h, lc) +ilme(h, k)).

[ ((xo + 1yo) + (h + ik)) = f(xO+iyo)+(

On a donc

a|m(f)

J((xo +1yp) + (R +ik)) — f(xo + iyp) (aRe(f)

Wt ik = (X0, o) + (XO’J’O))

+ Ree(h, k) +ilme(h, k)

puis
_ f((xo + iye) + (B +ik)) = f(xo + iy,) _ ORe(f) aim(f)
ml}km—»o h+ik © ox (o, o) + 1 ox (X0, Yo)-

On en déduit que f: Q — C est dérivable au sens complexe en x, + iy, de dérivée

a%v) mmm

['(z) =

(X0, Yo) +

(X0, Yo)-
On introduit une nouvelle notation en définissant

f aRe(f ) alm(f )

z9) = —— (%0, Yo) + i——— (%0, Jo)

pour tout z, = x, + iy, dans Q. Compte-tenu des équations de Cauchy Riemann, on
a aussi

mmU) G%U)

f'(zp) = (X0, Yo) — (X0, Yo)-

et on introduit une nouvelle notation en définissant

f ORe(f ) (f ) (s

0)_

(X0, ¥o) +

pour tout z, = x, + i), dans Q.
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Proposition 21- Soit f: Q — C. On suppose que f: G — R? admet des dérivées
partielles

dRe(f) ORe(f) Om(f) dIm(f)

0x oy 0x oy
continues en tout point de O et veérifie les équations de Cauchy-Riemann
oRe(f) aim(f)
ox (X0, J0) = 3y (%0, o)
et o o
ORe(f) olm(f)
3y (%0, 10) = — % (%0, Yo)

pour tout (x,,y,) € . Alors, f: Q — C est holomorphe sur Q et pour tout z, de

Q,ona
of of

f'(zg) = a E(ZO)-

(z0) = —i

Remarque 22— Sous les conditions de la proposition 21, on obtient en particulier que
f' est continue.

Remarque 23— L’existence de dérivées partielles n’est pas suffisante pour garan-
tir la différentiabilité. Elle n’est méme pas suffisante pour garantir la continuité.
Contrairement aux notions de continuité et de différentiabilité, les dérivées partielles
privilégient des directions (la dérivée partielle par rapport a la premiére coordonnée
privilégie par exemple l’axe de cette premiére coordonnée). Le lecteur montrera par
exemple que la fonction

R? - R?
xzy
si (x, 0,0
) o Azry SEN#00
0 sinon

admet des dérivées partielles sur R? mais n’est pas continue en (0, 0) @, Le résultat qui
assure qu’une fonction admettant des dérivées partielles continues sur un ouvert est
différentiable sur cet ouvert est une conséquence de la majoration des accroissements
finis. Voir [Lau05, Proposition 11.1.9]. En prolongement de cette remarque, on peut
lire [God98, Chapitre I, 8§85, 19 et 20].

a. Pour montrer la non-continuité, on évalue la fonction en 1/n, 1/n?) pour tout entier n > 0 puis
on fait tendre n vers +oco. La dérivée de direction (u, v) # (0, 0) en (x,, y,) de f est

lorsque cette limite existe. La dérivée partielle par rapport a la premiére variable est la dérivée de
direction (1, 0), la dérivée partielle par rapport a la deuxiéme variable est la dérivée de direction (0, 1)
Le lecteur vérifiera que
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Exercice 24—
On définit une fonction f de C dans C par

f(x +iy) = X*y* + ix?*y>.

En quels points la fonction f est-elle dérivable au sens complexe? Existe-t-il un
ouvert sur lequel la fonction f est holomorphe?

Soit f: Q — C. Soit n = 1 un entier et z, € Q. On dit que f est dérivable a l’ordre
1 en z, si elle est dérivable en z, et on note f(M(z,) = f'(z,). Pour tout entier
j € [2, n], on dit que f est dérivable & 'ordre j en z, si U~V est dérivable en z,; on
note alors ) (z,) la dérivée de fUY en z,.

2 V4 3 o %
Séries entieres

2.1) Généralités

Soit (a,,),en Une suite de nombres complexes et z € C. On dit que la série entiere
Y nen @, 2" converge absolument en z si la suite de terme général YN_ |a,z"| admet
une limite finie lorsque N tend vers Uinfini. On sait alors que la suite de terme géeneral

N_, a,z" admet une limite finie lorsque N tend vers Uinfini et cette limite est notée
Y.t a,z". Si la suite de terme général Y¥_ a,z" n’admet pas de limite lorsque N
tend vers ’infini, on dit que la série entiere diverge.

Proposition 25- Soit Y, .\ a,2" une série entiere. Il existe R € R* U {+oo} tel que
1) La série converge absolument pour |z| < R;
2) La série diverge pour |z| > R.

Le nombre R s’appelle le rayon de convergence de la série. Il est donné par la
formule de Hadamard

1/R = limsup|a,|'/"

avec les conventions 1/0 = +oco et 1/ + co = 0.

Remarque 26— Cette proposition implique le point suivant qu’il est important de
retenir. Si une série entiere en 0 converge simplement dans un disque ouvert centré en
0, alors elle y converge absolument. Si R est le rayon de convergence, etsi0 < p <R,
alors la série ), a,p" converge absolument et

+00 +00
2 la,z"| = ) la,lp"
n=0 n=0

pour tout z € D(0, p). On en déduit que la série entiere est méme normalement
convergente sur tout disque fermé de centre 0 et de rayon strictement inférieur au
rayon de convergence.
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1/n

Démonstration de la proposition 25. Posons L = limsup|a,|"".

1)

2)

On suppose L ¢ {0, +oo} et on pose R = 1/L.

i) Soit z € C tel que |z| < R. Puisque 1/|z| — L > 0, on fixe € > 0 tel que
(L + €)|z| < 1. Par définition de la limite supérieure, il existe n, € N tel que,
pour tout entier n = 1, on a |a,|'/" < L + €. Pour tout n > n, on a alors

la,z"| = [(L +€)|z|]".
Comme (L + €)|z| < 1, la série géométrique

2 (L +e)lz]]"
neN
converge et donc la série }_,cn|a,2" | converge.
ii) Soit z € C tel que |z| > R. Puisque L — 1/|z|] > 0, on fixe ¢ > 0 tel que
(L—¢€)|z| > 1. Par définition de la limite supérieure, il existe une suite extraite
de (|an|1/”) qui converge vers L. Soit ¢: N — N telle que (|a (n)ll/‘/’(”))
X neN X ¥ neN
soit une telle suite extraite. On trouve alors n, € N tel que pour tout entier
n = nyonala,,|"?"™ = L —e. Pour tout entier n = ny, on a alors

|aymyz? ™| = [(L - €)]2]]™.

On en déduit que la suite (|a(p(,,)z‘/’(”) |) , tend vers +oo et donc que la suite

ne

(a,z"),en Ne tend pas vers 0. Ainsi, la série Y,y a,2" n’est pas convergente.

On suppose L = 0. Soit z € C. On choisit € > 0 tel que €|z| < 1. Il existe alors
n, = 0 tel que pour tout entier n = n,, on a |a,|"/" < e. On en déduit que pour
tout entier n = n,, on a

la,z"| < (e|z])".

La série Y, n(€]2])" converge et donc la série ) ,.nla,, 2" | converge.

On suppose L = +oo. Soit z € C non nul. On fixe M > 0 tel que M|z| > 1. Par

définition de la limite supérieure, il existe une suite extraite de (lanll/") N qui
ne

converge vers +co. Soit ¢: N — N telle que (|d¢(n)|1/")(")) , Soit une telle suite
ne

extraite. On trouve alors 1y € N tel que pour tout entier n = ngona |a,,)|"/*"™ =
M. Pour tout entier n = n,, on a alors

|y 2? ™| = (M|2])7.

On en déduit que la suite (la(p(n)z“’(")l)neN tend vers +oo et donc que la suite

(a,z"),en Ne tend pas vers 0. Ainsi, la série ),y a,2" n’est pas convergente.
L]
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Exercice 27—

On considére la série entiére ;
%

neN n!

Montrer que son rayon de convergence est +oo. Pour tout z € C, on définit
’exponentielle complexe de z, notée e* ou exp(z) par

L
= n!
On définit ensuite le sinus et le cosinus de z grace aux relations d’Euler :

— ez

21

iz + e—iz iz
cos(z) = — sin(z) =

Si 6 est réel, montrer que
% = cos(@) + isin(0).

Donner les développements en séries entieres de cos et sin et montrer que leur
rayon de convergence est +oo.

Exercice 28—
Déterminer le rayon de convergence de la série
(_1)n+1
Y ——=2"
neN n

On donne le comportement des séries par les opérations usuelles.

Proposition 29 (Produit externe)- Soit ), a,2" une série entiere de rayon de
convergence R et A un complexe non nul. Alors la série Y, .n(1a,)z" a R pour
rayon de convergence et

+00 +00

Y (Aay)z" =1 ) a,z"

n=0 n=0
pour tout complexe z tel que |z| < R.

Démonstration. L’égalité des rayons de convergence résulte de la formule de Ha-
damard puisque (|A|/"),,cn converge vers 1. Si (S,,),.cn €St une suite convergente,
on a lim(AS,) = AlimS,,. On en déduit I’égalité des sommes en choisissant S,, =
Yo apz*. O
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Proposition 30 (Somme)- Soit )" ,.n a,2" une série entiere de rayon de conver-
gence R, et Y ,.n b,2" une série entiére de rayon de convergence R,,. Alors, le
rayon R de la série entiere Y ,.n(a, + b,)z" vérifie

R =min(R,,R,) SsiR,+ R,
R=R, siR, = R,.

De plus, si |z| < min(R,,R,), ona

+o0o +oo +00
Y (a, +b,)z" =) a,z"+ ) b,z".
n=0 n=0 n=0

Démonstration. Soit z € C tel que |z| < min(R,, R,). Les deux suites (A,,),en €t
(B,,) nen de termes généraux

n n
An = Zlakzkl et Bn = Zlbkzkl
k=0 k=0
convergent. La suite de terme général
n n n
Y (ap + b)z* =Y apz* + Y bpz* (4)
k=0 k=0 k=0

vérifie

n
Y |(ax + b)z*| < A, +B,,.
k=0

Elle est donc absolument convergente. On en déduit que R = min(R,, R;,). En passant
a la limite dans (4), on trouve

+00 +o0o +00
Y (ap + b))z = Y apz* + Y bz~
k=0 k=0 k=0

Supposons maintenant R, # R;,. Soit z € C tel que min(R,, R},) < |z| < max(R,, Ry)-
La suite de terme général

n n n
Z (ak + bk)Zk = Z Clkzk + Z bkzk
k=0 k=0 k=0

est somme d’une suite convergente et d’une suite divergente. Elle est donc divergente.
Il en ressort que que R < min(R,, R;,) et donc R = min(R,, R}). O
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Proposition 31 (Produit)- Soit Y, .\ a,2" une série entiere de rayon de conver-
gence R, et Y ,.n b,2" une série entiere de rayon de convergence R,,. La série
produit test la série

Y a2 Y b= Y (/Za b _,)

neN neN neN

Son rayon de convergence R vérifie R < min(R,, R,,) et, si |z| < min(R,, R,,) alors
+00o n +o0o +0o
> > aib,_;|z" =) a,z"- ) b,z".
n=0 \j=0 n=0 n=0

Démonstration. Soit z € C tel que |z| < min(R,, R,). Pour tout entier n = 0, on a

iLZIa ||bk_,|)|z | = Zlakz |Z|bkz

=0

Les deux suites de termes généraux les deux sommes de droite convergent. On en
déduit que la suite de terme général

k
(/Z ajbk_j) Zk
0] \j=0

converge puis que R < min(R,, R;,). Enfin, la derniére égalité de l’énoncé est consé-
quence d’un passage a la limite dans ’égalité

> Li “fbk—j) F = é Z bz*.
OJ

Les séries considérées jusqu’a présent étaient convergentes sur des disques centrés
en zéro. Soit S une telle série, donnée par

+00
S(z) =) a,z"
n=0

pour tout z € D(0,R) ou R > 0 est le rayon de convergence de S. Soit z, € C. On
considere la fonction T définie par

+00

T(z) =Y. a,(z—2)".
n=0
Elle est définie pour tout z tel que z—z, € D(0, R) donc pour tout z € D(z,, R). Grace
a cette remarque, on peut retrouver l’ensemble des résultats énoncés précédemment
dans cette partie. On obtient les énoncés suivants.
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Proposition 32- Soit z, € C. Soit Y, .\ @, (2 — 25)" une série entiére autour de z,.
Il existe R € R* U {+o00} tel que

1) La série converge absolument pour tout z tel que |z — z;,| < R;
2) La série diverge pour tout z tel que |z — z,| > R.

Le nombre R s’appelle le rayon de convergence de la série. Il est donné par la

formule de Hadamard

1/R = limsup|a,|"/"

avec les conventions 1/0 = +oco et 1/ + co = 0.

Proposition 33 (Produit externe)- Soit z, € C. Soit ), a,(z2 — 25)" une série
entiére centrée en z, de rayon de convergence R et A un complexe non nul. Alors
la série Y ,.n(Aa,)(z — zy)" a R pour rayon de convergence et

iman)(z —z)" = A izan(z 2"

pour tout complexe z tel que |z — z,| < R.

Proposition 34 (Somme)- Soit z, € C. Soit Y ,.n a,(z — 2,)" une série entiere
centrée en z, de rayon de convergence R, et ), .\ b,,(z — 2,)" une série entiére
centrée en z, de rayon de convergence R,,. Alors, le rayon R de la série entiere

Znel\l(an ar bn)(z - Zo)n Vérifie

R =min(R,,R,) siR, # R,
R=R, siR, = R,.

De plus, si |z — zy| < min(R,, Ry), on a

+oo +oo +oo
> (a, +b,)(z—2)" = ) a,(z—2)" + ) by(z—2)".
n=0 n=0 n=0

Proposition 35 (Produit)- Soit z, € C. Soit Y ,n a,(z — 2,)" une série entiere
centrée en z, de rayon de convergence R, et Y ,.n b, (z — z,)" une série entiére
de rayon de convergence R,,. La série produit test la série

n

Z a,(z —z)" - Z b,(z — z)" = Z LZ “jbn—j) (2 — zp)".
neN neN neN \j=0

Son rayon de convergence R vérifie R < min(R,, R,,) et, si |z| < min(R,, R,) alors

Y LZ a,-b,,_,-) (e-z)' =3 anlz—z)"- Y Bylz— )™

n=0 \j=0 n=0 n=0
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Exercice 36—
Démontrer directement les énoncés précédents.

Enfin, on montre [’unicité des développements en série entiere.

Proposition 37- Soit z, € C et R > 0. Soit (a,,) ey €t (b,,) ,en des suites complexes
telles que

+00

Z a,(z —z)" = Z:bn(z - 2p)"

n=0

pour tout z € D(zy, R). Alors, a,, = b,, pour tout entier n = 0.

Démonstration. En posant ¢, = a,, — b, pour tout n = 0 et w = z — z;, on voit qu’il
suffit de montrer que si

pour tout w € D(0, R), alors c,, = 0 pour tout n = 0. Pour tout w € D(0, R), on pose
+00
Z(w) =) c,w".
n=0

Pour tout entier m = 0, on note m ’hypothese : ¢, = 0 pour tout n < m. Comme
Z(0) =0, on ¢, = 0 et ’hypothese A#(0) est vraie. Soit m € N tel que ’hypothese
A (m) est vraie. On a alors

Z(w) = io c,w"

n=m+1
pour tout w € D(0, R). On pose

r(w) = 20

pour tout w € D(0,R). Comme Z est la fonction constante nulle, T U’est aussi. Or

+o0o

T(w) = Z Crom1 W'
r=0

pour tout w € D(0, R) et en particulier T(0) = ¢,,,;- Onadoncc,,,; = 0et A (m+1)
est vraie.

L’hypothese .A'(0) est vraie. Pour tout entier m = 0, si A (m) est vraie alors
N (m + 1) est vraie. Par récurrence, on en déduit que A (m) est vraie pour tout
entier m = 0 puis que c¢,, = 0 pour tout entier n = 0.

[
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2.2) Analycité et holomorphie
SiR=0etzeC,onnote
D(z,R)={w e C: |z—w| <R}
le disque ouvert de centre z et de rayon R.

Proposition 38- Soit z, € C. Soit Y, .\ a,(z — z,)" une série entiere de rayon de
convergence R > 0. La fonction

+00
z — Y a,(z—zy)"
n=0

est holomorphe sur D(z,, R). Pour tout z € D(z,, R), la dérivée de S en z est
+00o
§'(2) = Y. na,(z - z)"™".
n=1

Remarque 39— Les séries entiéres S et S’ de la proposition 38 ayant méme rayon de
convergence (grace a la formule de Hadamard), on peut appliquer la proposition aux
dérivées successives de S. On montre qu’ainsi, la fonction S admet des dérivées au
sens complexe a tout ordre. Pour tout entier k = 0 et tout z € D(z,, R), on a

sW(z) = Jio nn-1)-(n-k+1a,(z-2z)"" = k! Jio (n Z k)an+k(z —zo)".
n=k n=0

Démonstration de la proposition 38. Si on note
+00
D(2) = ). na,(z - z)"™,
n=1

cette série a méme rayon de convergence R que S. Il s’agit de montrer que

lim S(z+ h) —S(2)
h—0 h

= D(z)
ou encore que
S(z+ h)—-S(z)— hD
lim (z + h) - S(z) (2) _ 0 5)
h—0 h
pour tout z € D(zy, R). Soit z € D(z,, R). On a alors |z — z,| < R. Soit alors h € C
tel que |h| <R -]z — z|]. On a

lz+h—2zy| <|z—2y| +|h| <R

et donc z + h € D(zy, R). On utilise alors les développements en série de S et D pour
écrire le numérateur de (5) comme

S(z+ h) —S(z) — hD(z) = Jio a,[(z—zy+h)" = (z—2))" — nh(z - zy)""].

n=0
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On en tire

|IS(z + h) —S(z) — hD(z)| < ij)lanl . |(z —zo+ h)" —(z—2y)" —nh(z - zo)”_1|.

On reconnait dans (z — z,)" + nh(z — z,)""! le début du développement du binéme
(z — zy + h)". Ainsi

n

> (Z)h’(z - 2)""

(=2

" (n
) ([)mmz - 2"

=2

|(Z —zo+h)" —(z2—-2))" —nh(z - zo)”‘1| =

IA

7
= (lz = 2| + |R)" = |2 = 2" = nlh| - |z = z,|"7".

Il faut noter que cette derniere quantité est positive. On a donc

+00
IS(z + h) = S(z) — hD(z)| = Zolanl ((z = 2ol + 1B1)" = 12 = 2|" = nlh| - |z = 25|"").
n=
Le complexe z étant dans le disque ouvert D(z,, R), on peut trouver r > 0 tel que
|z — zy| < r < R. Lasérie ), a,r" converge absolument, la suite (a, "),y tend
donc vers 0. En particulier elle est bornée et il existe A > 0 tel que pour tout entier
n=0onala,|l <Ar™".Si|h| <1 —|z— 2z (on aalors bien |h| <R — |z — z,]), on
en déduit que

+00

1S(z + 1) = S(2) = hD(2)| = A Y 1" (|2 = 2| + |h)" = |z = 2o|" = n|h| - |2 = 20|"7)
n=0

car la quantité entre parenthéses en facteur de r~" est positive

o 1z —z |+ |h|\" T 7z |0 h|t® |z —z|"1
:AZ(| Ol ||) _AZ 0 —A’—Zn 0
n=0 n=0 r n=0 r
z—zo| + B! zZ— zy|\"1 h Z—Zy|\ 2
_ a1 Ez Al tinl —A(l— ") —A—(l— 0) .
r r r r

On a utilisé le fait que, si |u| < 1, alors

& n-1 d & n d 1 2
nu- = — uw=—N0-u)y" =10-u)™.
X du " Tt =0
En simplifiant, on trouve

S(z+ h)—-S(z) — hD(z)
h

< rln
= —Te - 2?0~ Tz - 2] - [])

Il en résulte que

. S(z+ h)-S(z) — hD(z)
lim =
h—0 h

qui était notre objectif. O

0
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Exercice 40—
Calculer les dérivées au sens complexe a tous ordres des fonctions exp, sin et cos.

Exercice 41—
Déterminer la dérivée au sens complexe de la série
(_1)n+1
y TS
neN n
Exercice 42—

Donner un énoncé mathématique précis de la remarque 39 et démontrer cet énoncé.

On a donc construit une classe importante de fonctions holomorphes : toutes celles
qui ont un développement en série entiére. On donne un nom a ces fonctions.

Définition 43— Une fonction f: Q — C est analytique en un point z, € Q s’il
existe R > 0 et une suite (a,),c\ telle que que f admet le développement en
série

+00o

f(@) =) ay(z-z)"

n=0

convergeant absolument pour tout z € D(z,y, R).

Remarque 44— 0n dit que f est analytique sur Q si elle est analytique en tout point
de Q.

Avec le vocabulaire introduit, la remarque 39 s’énonce de la facon suivante.

Proposition 45- Soit f: Q — C une fonction analytique en z, € C. Soit R > 0 tel
que f admet donc un développement en série

+00

f@)= ) ay(z—2z)"
n=—00
convergeant absolument pour tout z € D(z,, R). Alors, f est holomorphe sur
D(zy, R). De plus, pour tout z € D(z,, R) et tout entier k = 0 la dérivée d’ordre
k de f en z est donnée par :

O =R 3 (” ) k)am(z - )",

Une conséquence de cette proposition est le développement de Taylor des fonctions
analytiques. Ce développement relie les coefficients du développement en série
centré en un point aux valeurs des dérivées en ce point de la fonction développée en
série.
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Proposition 46- Soit f: QO — C une fonction analytique en z, € Q. Il existe donc
R > 0 et (a,),e tels que

+00

f(&) =} an(z-2)"

n=0

pour tout z € D(z,, R). Alors f est dérivable a tout ordre sur D(z,, R). De plus,
pour tout n = 0, les coefficients du développement en série entiére sont donnés par

_ f(n)(zo)
" oon
Démonstration. Soit k =0, on a
> fn+k
O = kY, ( i )am(z ~ z)".
n=0

pour tout z € D(z,, R). En particulier, en choisissant z = z,, on trouve

9 (z0) = k!(’,z)ak

et donc "
a, = f (Zo).
k!

Exercice 47—
Pour tout entier n = 1, calculer les dérivées a ’ordre n en 0 de cos et sin.

Si f est analytique en z,, alors elle est analytique en tout point du disque de
convergence centré en z,. Plus précisément, on a le résultat suivant.

Proposition 48- Soit z, € C et f une fonction analytique en z,. Il existe donc un
réel R > 0 et une suite complexe (a,,),\ tels que
+00
f(2) =} ay(z—z)"

n=0

pour tout z € D(zy, R). Soit z; € D(zy, R). Alors, il existe un réel p > 0 et une
suite complexe (b,),cn tels que

flz) = +Z:bn(z )"

pour tout z € D(z,, p).
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Remarque 49— Il faut bien comprendre que cela implique le fait suivant : si une
fonction admet un développement en série entiere centré en z, € C, alors elle admet
un développement en série entiere centré en n’importe quel point de son disque de
convergence.

Démonstration de la proposition 48. On pose p = R — |z, — z,|. C’est le plus grand
rayon possible pour un disque ouvert de centre z; contenu dans le disque ouvert
D(z,, R). Comme f est analytique en z,, la proposition 46 implique qu’elle est
dérivable a tout ordre en z;. On va montrer que le développement de Taylor de f en
z, est convergent sur D(z,;, p) et que sa somme est f.

Soit z € D(z;, p). Soit N € N et

5 f(")( 1)

n=0

Ry(2) = f(2) = ), ———(z2-2)",

on va montrer que Ry(z) tend vers 0 lorsque N tend vers +oco. On a

N
Ry(z) = f(2) = ZO a,(z —zy)" + Sy(z)
avec N )
(@)=Y anz—z)t - 3 IE) gy,
n=0 n=0 I’l.
Comme

N
im ) a,(z—-2zy)" = f(z)
N—+o00 ;7
il nous suffit de montrer que Sy(z) tend vers 0 lorsque N tend vers +oo.
Puisque z; est le centre du développement que ’on cherche, exprimons S, comme
polyndbme en z — z,. On a

N N
Z’o a,(z—zy)" = ZO a,(z -z, + 2z, — zy)"
- - o
=S £ e -
N 1 N n!
= mZ:"O% (n;m e )'a W2 — zo)”‘m) (z = z,)"
N 1 N-m !
= ”;0% ( ';) (r ‘:'m) ar+m(Z1 — ZO)r) (Z _ Zl)m-
On a donc
N N-n
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D’apres la proposition 45, on a

1o (r + n)!
f(n)(zl) = Z Tar+n(zl - ZO)r
r=0 .
donc
N=n(n+r)! & (n+r)
Z Tar+n(zl - 2z) - f(n)(zl) = Z T“rm(zl - z9)"
r=0 : r=N-n+1 :
+00 kl
: k-n
= —a,(z, — 2 .
2 G-y E =)
On en tire
N +00 k- e
Sn(z) =) X n ar(z —z9)" (2 - z)"
n=0 k=N+1
puis
N +00 k k
ISn(2)l <), ) lai ||z, — 201" "z — 21 |".
n=0 k=N+1

Aprés interversion des sommes, on reconnait le début du développement de (|z, — z,| + |z — z;|)* :
k=N+1n=0

+00 N k k—n "
ISy(2)] < Z Z " la!lz) — z |z — z;|".

On peut majorer la somme en n par la somme totale du développement du bindome
puisque la somme est constituée de termes positifs et que N < k. On trouve

ul k k k k k k
Z " lallzy =z " |z—21|" < Z n |21 =201" " |z2—2,|" = (lz; — 20| + |2 — 2,1)
n=0

n=0
et donc
+00 K
ISv(2)l = 3 lagl (Izy = 2l + [z = 2"
k=N+1
Enfin,
|2y — 2ol + |2 — 21| < |2y — 2| + p <R
donc
+00 k
Z lai| (lz; — 2ol + |z — 2,])
k=0
converge et Sy(z) tend vers 0 lorsque N tend vers +oo. O

On vient de montrer que les fonctions analytiques sont holomorphes. On montre
maintenant que les fonctions holomorphes sont analytiques, sous une hypothése de
continuité des dérivées partielles qu’on pourra supprimer apres avoir vu la théorie de
Cauchy (voir le théoreme 99).
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Proposition 50- Soit f: QO — C une fonction holomorphe. On suppose par ailleurs
que les fonctions 3 :

0 0

—f:6’—>R2 et —f:@’—>R2

0x oy
sont continues. Alors, f est analytique.

La démonstration qu’on donne utilise la théorie de Fourier.

Démonstration. On suppose 0 € Q. On montre [’analycité en 0, laissant en exercice
le cas général. Soit donc R > 0 tel que le disque ouvert D(0, R) est inclus dans Q.
Soit r € [0, R[. La fonction

R — C

PN f(reZi’”)

est périodique de période 1. Elle est aussi dérivable de dérivée

R — C
t — 2i7trez’”tf’(re2’”t)

d’aprés U'exercice 6. On en déduit qu’elle est C!, en raison de I’hypothése de
continuité des dérivées partielles de f (voir la remarque 22). Sa série de Fourier est
donc absolument convergente :

f(reZint) — Z an(r)eZinnt

nezZ

pour tout ¢ € R. Les coefficients de Fourier sont définis, pour tout entier relatif
n, par

1 . )i
a,(r) :fo f(re®™ ) e ?m"t dt. (6)

Calculons la dérivée de la fonction a,,. Si F est la fonction de la variable réelle définie,
pour tout € [0, 1] fixé par

F(T) — f(rezint) e—Zinnt

pour tout r € [0, R[, alors F'(r) = f'(re*™") e 2m(n=D! | *hypothése de continuité
des dérivées partielles de f implique que la fonction f’ est continue. On en déduit
que la fonction
[0,R[x[0,1] — C
(T', t) — f/ (reZint) e—2in(n—1)t

est continue. On peut donc calculer la dérivée

1 . .
a;(r) — fo f/ (reZznt) e—217t(n—1)t dt.
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On établit ensuite une équation différentielle satisfaite par a,,. Fixons r € [0, R[. La
dérivée de la fonction G de la variable réelle définie par

G(t) = f(re*™)
pour tout ¢ € [0, 1] est
G'(t) = 2imre® ™ f' (re* ).
Par intégration par parties, on calcule donc

1 . : 1 . .
Zinr/ f!(re? ) e 2mn=Di gy = 2i7mf f(re* ™) e 27t dr = 2inna,(r).
0 0

Ainsi,

ray(r) = na,(r)
pour tout r € [0, R[. On résout cette équation différentielle. Pour tout r €]0, R|,
on pose a,(r) = a,(r)r " et on voit que |’équation différentielle ra,,(r) = na,(r)
est équivalente a l’équation différentielle a),(r) = 0. On a donc a,,(r) = b, r" pour

tout r €]0, R[ ou b, ne dépend pas de r. Enfin, on montre que a,, = 0 si n < 0. Soit
p €]0, R[. L’équation (6) donne

b, |r" < max|f(z)] < max|f(z)|
j2l=r lzl=p

pour tous n € Z et r €]0, p] et donc

[P = r" max| f(2)].
z|=p

Si n < 0, en faisant tendre r vers 0 on obtient b, = 0. Finalement

+00

f(reZin’t) — Z bn (reZiﬂt)n

n=0

pour tout ¢ € R et tout r €]0, R[. Par continuité, |’égalité reste valable en r = 0. On
a donc

+00
f(Z) = Z bnzn
n=0
pour tout z € D(0, R). C’est le développement en série entiére recherché. O
Exercice 51—

Sans supposer 0 € Q, adapter la preuve précédente pour montrer ’analycité de f
en un z, quelconque de Q. On pourra poser g(z) = f(z, + z).
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Exercice 52—
On définit la fonction

p : C — C
i exp(—=1/z?) siz#0
0 sinon.

1) On note ¢: R — R la restriction de ¢ a R.

a) Montrer par récurrence que pour tout entier n = 0, il existe un polynéme P,
tel que, pour tout x € R*, on a

o=, (1o}

X

b) Montrer que ¢ est C™.
2) La fonction ¢ est-elle holomorphe?

Des propositions 50 et 45 résulte immédiatement le résultat suivant qui montre une
trés grande régularité des fonctions holomorphes.
Corollaire 53- Soit f: QO — C une fonction holomorphe. On suppose par ailleurs

que les fonctions
0 0
_f- 6 — R et _f

: 10 — R?
0x oy

sont continues. Alors, f est dérivable au sens complexe a tout ordre.

2.3) Prolongement analytique

Soit f une fonction analytique sur Q, ou bien, c’est la méme chose, une fonction
holomorphe a dérivées partielles premieres continues. Si z, € Q, il existe R > 0

tel que
+oo £(n)
fa) =y L@y (7)
n=0 n.

pour tout z € D(zy, R).

Si toutes les dérivées de f en z, sont nulles, l’équation (7) implique que f est nulle
au voisinage de z;, a savoir au moins sur D(0, R).

Supposons donc qu’au moins l’une des dérivées de f en z, est non nulle. Soit m = 0
tel que

U (z) #0 et fM(z,) =0sin < m.
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Cet entier s’appelle l’ordre d’annulation de f en z, ®), On peut alors factoriser
(z — z5)™ dans (7) et obtenir

f(2) = (z - 2)"g(2) 8)

avec (nsm)
g(z) = Z f (2)

z—zy)"

n=0 (n + m)' ( O)
pour tout z € D(z,, R). La fonction g est analytique donc continue. Elle est non nulle
en z, puisque g(z,) = "™ (z,)/m!. Il existe donc p > 0 tel que g ne s’annule pas
sur D(z,, p).

On résume la discussion précédente dans |’énoncé suivant.

Proposition 54 (Principe des zéros isolés)- Soit f: Q — C une fonction analytique.
Soit z, € Q.

i) Si toutes les dérivées de f s’annulent en z,, alors f est nulle au voisinage de
Zy;

ii) Sinon, il existe un voisinage de z, dans lequel f ne s’annule qu’en z,.

Remarque 55— Soit Z un sous-ensemble de C. Un élément w de Z est dit point isolé
de Z s’il existe R > 0 tel que le disque épointé D(w, R) — {w} ne contient aucun
point de Z. La proposition 54 dit que, si f n’est pas la fonction nulle au voisinage
d’un de ses zéros, alors ce zéro est un point isolé de ’ensemble des zéros de f.

Corollaire 56- Soit f: QO — C une fonction analytique. Soit K < Q un compact de
C. Alors, f ne s’annule qu’un nombre fini de fois dans K.

Démonstration. Soit

’ensemble des zéros de f. C’est un fermé puisque c’est I’image réciproque du fermé
{0} par la fonction continue f. L’ensemble Z, N K est donc fermé puisque K est aussi
un fermé. L’ensemble Z, N K est aussi borné car K U’est, c’est donc un compact.
Par le principe des zéros isolés, pour chaque z € Z, N K, il existe un ouvert U, c Q
tel que, sur Uy, la fonction f ne s’annule qu’en z. La réunion de tous les U, est un
recouvrement ouvert de Z, N K :

ZynKc | U,
z€ZyNK

Comme Z,NK est compact, on peut extraire de ce recouvrement un sous-recouvrement
fini : il existe un sous-ensemble fini Z de Z, N K tel que

ZynK c U U,.
zeZ

b. Si f ne s’annule pas en z,, on dit donc que f s’annule a 'ordre 0 en z,.
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Soit £ € Z, N K. Alors il existe z € Z tel que ¢ € U,. Comme f s’annuleen ¢ € U,
et qu’elle ne s’annule sur U, qu’en z, ona ¢ = z puis ¢ € Z. Ainsi Zy,N K c Z et
Zy N K est fini. O

En ajoutant une hypothése de connexité, on rend global le principe des zéros isolés
pour obtenir le principe de prolongement analytique.

Proposition 57 (Principe de prolongement analytique)- On suppose que [’ouvert
Q de C est connexe. Soit f: QO — C une fonction analytique. S’il existe une suite
(w,) ,.en de points distincts de Q telle que

f(w,) =0 pour tout k € N

et admettant une limite dans Q alors f est la fonction nulle.

Démonstration. On note w la limite de la suite de (w,,),n- Puisque f(w,) = 0 pour
tout n = 0 et puisque w € Q, on a f(w) = 0 par continuité de f. De plus, par
définition de la limite, toute boule ouverte de centre w contient au moins un élément
de la suite (w,,) ,en- Les termes de (w,,) ey €tant distincts, on peut trouver des boules
ouvertes de centre w et de rayon arbitrairement petit contenant un zéro de f distinct
de w. Par le principe des zéros isolés, on en déduit que toutes les dérivées de f en
w sont nulles.
On considére alors l’ensemble

Z=1{zeQ:VneN, f(z) =0l
Pour tout n € N, ’ensemble
Z, =1z eQ: fM(z) = 0}

est l’image réciproque par la fonction continue f(”) de ensemble fermé {0}, c’est
donc un ensemble fermé. L’ensemble Z est alors ’intersection de tous ces ensembles
fermés Z,, c’est donc un ensemble fermé. Montrons que c’est aussi un ensemble
ouvert, autrement dit que Z est voisinage de chacun de ses points. Soit z un élément
de Z, il nous faut montrer qu’il existe p > 0 tel que D(z, p) < Z. Puisque f(")(z) =0
pour tout n € N, c’est une conséquence immédiate du développement de Taylor de
fenz.

L’ensemble Z est donc ouvert et fermé dans Q. Puisque Q est connexe, on en
déduit que Z = @ ou Z = Q. Mais Z contient wdonc Z =Q.Onadonc f =0. O

Remarque 58— Le principe de prolongement analytique s’utilise souvent de la facon
suivante. Soit f: Q — Cet g: QO — C deux fonctions analytiques sur |’ouvert connexe
Q. On suppose que f et g coincident sur une suite infinie de points distincts de Q
admettant une limite dans Q. Alors, f et g coincident sur Q.
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Exercice 59—
Soit L la fonction analytique définie sur D(0, 1) par
_1 n+1
L(z) =) Lz".
neN n

Montrer que
exp(L(z))=1+z

pour tout z € D(0,1).

Exercice 60—

1) Soit x € R. Montrer que pour tout z € C, on a exp(x + z) = exp(x) exp(z).
2) Soit z € C. Montrer que pour tout w € C, on a exp(w + z) = exp(w) exp(z).

Exercice 61—

1) Si z € C, montrer que
exp(z) = eR¢@ (cos (Im z) + isin (Im z)).

2) La fonction exp s’annule-t-elle sur C?
3) Déterminer les zéros avec leurs ordres des fonctions entieres sin et cos.

Théorie de Cauchy

Le théoreme de Cauchy énonce que

fr

pour toute fonction holomorphe f a condition que le contour y jouisse de certaines
propriétés. Dans cette partie, on commence par établir un théoréme de Cauchy pour
les triangles. On en déduit ’existence de primitive pour toute fonction holomorphe
sur un ouvert étoilé. L’existence de primitive implique alors le théoreme de Cauchy
pour tout contour contenu dans un ouvert étoilé. Ce théoréme fournit un important
moyen de calcul intégral. En particulier, on étendra le logarithme néperien aux
nombres complexes. Il permet aussi de montrer que tout fonction holomorphe est
analytique (montrant ainsi que la condition de continuité des dérivées partielles de
la proposition 50 est superflue).
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3.1) Intégration le long d’un contour

Dans ce cours nous appellerons chemin une fonction d’un intervalle fermé [a, b]
de R dans C qui est lisse par morceaux. Une application s: [a, b] — C est dite lisse
par morceaux  si elle est continue et s’il existe un nombre fini de réels

a=ay,<a;<..<a,=b

tels que sur chacun des intervalles [a;, a;,;] la fonction s est dérivable (a gauche
en a;, a droite en a;,,) et si, pour tout t € [a;, a;,,], ona s'(¢) # 0@, On dira que
(ay, ..., a,) est une subdivision adaptée au chemin.

Exercice 62—
Donner un chemin dont l’image est un carré passant par les points 1/2 + i/2,
—-1/2+i/2, -1/2—i/2et1]/2—i]2.

Deux chemins s: [a, b] — Cet5s: [c,d] — C sont équivalents s’il existe une bijection
u de classe C! de [c, d] dans [a, b] telle que u/(f) > O pour tout ¢t > 0et s =sou®,
Puisque u est strictement croissante et bijective, on a u(c) = a et u(d) = b.
Un contour est alors une classe d’équivalence de chemins. On dit qu’un chemin
représentant appartenant a la classe d’équivalence d’un contour parametre ce contour.
Si ¥ < C est un contour paramétré par un chemin s: [a, b] — C, le point s(a)
s’appelle le point de départ du contour et le point s(b) s’appelle son point d’arrivée.
Un contour est fermé si ses points de départ et d’arrivée sont identiques.

A\Dans ce cours un contour n’est pas l’image d’un chemin. C’est une classe d’équiva-
lence de chemin. Pensez a la différence entre le cercle vu comme une courbe et ce
méme cercle parcouru 17 fois.

Remarque 63—Si u est une bijection de classe C' de [a, b] dans [c, d], elle est
soit strictement croissante, soit strictement décroissante. Si elle est strictement
croissante, on dit que les chemins s et s o u ont méme orientation. Sinon, qu’ils ont
des orientations opposées. On note donc que les chemins définissant un contour ont
tous méme orientation.

Remarque 64— 0On attribue souvent des propriétés aux contours qu’on devrait en
toute rigueur attribuer aux paramétrages de ces contours. Il faut vérifier que ces
propriétés ne dépendent pas du contour.

1) Soit E une partie de C et y un contour paramétré par s: [a, b] — C. On dit que y
est inclus dans E, on écrit y < E, pour dire s([a, b]) c E;

c. On dit aussi continue et C! par morceaux.

d. Sitel{a,...,a,_}, celasignifie que les dérivées a gauche et a droite en tt sont non nulles, si
t = a, cela signifie que la dérivée a droite en ¢ est non nulle, si t = a, cela signifie que la dérivée
a gauche en t est non nulle

e. Comme u' ne s’annule pas, la fonction réciproque de u est aussi une bijection de classe C' dont
la dérivée ne s’annule pas.
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2) Une fonction f est continue sur le contour y paramétré par s: [a,b] — Csifos
est continue sur [a, b].

Définition 65— Soit y un contour paramétré par un chemin s: [a,b] — C de
subdivision adaptée (a,, ..., a,). Soit f une fonction continue sur y. L’intégrale
de f le long de y est

b n-l ra;,
[r=["re@swa=y [* @)
Y a

i=0 va;

Exercice 66—
Vérifier que la définition précédente est indépendante du choix de chemin utilisé
pour représenter le contour.

Exercice 67—
Soit z, € Q. On suppose que z — z, € Q) pour tout z € Q. Si y est un contour de Q
paramétré par le chemin a: [a, b] — C, on note z, + y le contour paramétré par

B : [a,b] —C
t —  zy+ alt).

Montrer que

[£=] fle-2)d
Y

20ty

Exercice 68—
Soit k € N, R € R™* et z, € C. On note C,(z,, R) le cercle de centre z, et de rayon
R parcouru dans le sens trigonométrique.

i) Donner une paramétrisation de C;.(z,, R).
ii) Montrer que U’intégrale le long de C;(z,, R) de la fonction

G: - {Zo} = G:
1

zZ—2zp

Z g

est 2ikr.

iii) Soit y un arc de cercle de centre z, et rayon R. On note « € [0, 27| l’angle
décrit par cet arc de cercle. Montrer que l'intégrale le long de y de la

fonction
1

zZ—2zy

V24 —

estia.
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Exercice 69—
Etant donné un contour y < Q, on note ¥ le contour d’orientation opposée. Si
s: [a, b] — C est un chemin paramétrant y, alors un chemin paramétrant y est

S : la,b] — C
t — s(a+b-t).

Montrer que pour tout fonction f continue sur Q, on a

fre-is

Exercice 70—

Soit y; < Q un contour paramétré par s;: [a,b] — C et y, < Q un contour
paramétré par s,: [c, d] — C. On suppose que les contours y, et y, se recollent,
autrement dit que s,(c) = s,(b). Un autre paramétrage de vy, est

1
o -«
2

1
t — sl((t——)a+tb).
2
Un autre paramétrage de vy, est
1
[_’ 1] - C
2 1
t — 32(—2(t—1)c+2(t—5)d).

Soit alors y, @ y, le contour obtenu en recollant les contours y; et y, dans cet
ordre. Un paramétrage de y, @ y, est le chemin

s9s, : [0,1] — C
1 . 1
sl((t——)a+tb) site 0,—];
. 2 2
S (—2(t—1)c+2(t—l)d) Site 11]
2 2 2’

Montrer que si f est continue sur Q, alors

I AN
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Définition 71— Soit y un contour paramétré par un chemin s: [a,b] — C. La
longueur de y est

b
Long(y) = [ Is'(1)]dr.
Remarque 72— Soit (ay, ..., a,) une subdivision adaptée a s. Alors,

n—1 .
Long(y) = ¥ [ Is'(0)] dt.

j=0 74

La fonction |s'| est continue sur chacun des intervalles [a;, a;,,]. Les intégrales de
|s'| sur ces intervalles sont donc finies et la longeur de y est finie.

Exercice 73—
Vérifier que la définition précédente est indépendante du choix de chemin utilisé
pour représenter le contour.

Exercice 74—

1. Calculer la longueur du carré de ’exercice 62.
2. Calculer la longueur d’un cercle de rayon 1 centré en 0.

Exercice 75—
Soit y un contour reliant les complexes distincts z, et z;. Soit s: [a, b] — C un

paramétrage de y.
b
f s'(1) dt‘.
a

2. En déduire que le contour de plus petite longueur reliant z, a z, est la droite.

1. Montrer que

|2y — 20| =

Lemme 76- Soit y un contour et f une fonction continue sur y. Alors,

ki

Démonstration. Soit s: [a, b] — C un chemin paramétrant y. On a

ki

’existence du maximum résultant de la continuité de f o s sur le compact [a, b]. O

< n;gyle (2)] - Long(y).

<

fbf(s(t)) s’(t)dt‘ < max |f (s(1))] fb|s’(t)|dt.
a " tela,b] a
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3.2) Primitive d’une fonction holomorphe

Si f: Q — C est une fonction, une primitive de f sur Q est une fonction holomorphe
F: Q — Cdont f est la dérivée :

F'(z) = f(2) pour tout z € Q.

Proposition 77- Soit f: QO — C une fonction continue. On suppose que f admet
une primitive F sur Q. Soit y un contour contenu dans Q). On note z, le point de
départ de y et z, son point d’arrivée. Alors

fy f = F(z) - F(z).

Démonstration. Soit s: [a, b] — C un chemin paramétrant y et (ay, ..., a,,) une
subdivision adaptée. Alors,

n-l ra;,
[r=% [ res@s@adr
Y i=0 Ja;
Pour chaque entier i, on écrit

[ sy sdr= [ F s s = [T Eesy.
Ainsi,

f” f(s())s'(0)dt = F(s(a;1)) - F (s(a).

Il ne reste plus qu’a sommer

1= Z F(s(ag) - F(s(an) = Flay) - F(ay).

Exercice 78—
Si une fonction continue admet une primitive sur Q, quelle est son intégrale le
long d’un chemin fermé contenu dans Q?

Exercice 79—

Soit z, € C. La fonction
1

z - 2

Z —
admet-elle une primitive sur C — {z,}?

Une importante conséquence de la proposition 77 est la proposition suivante.
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Proposition 80- On suppose que [’ouvert Q est connexe. Soit f: Q — C une
fonction holomorphe de dérivée nulle :

f'(z) =0 pour tout z € C.

Alors, f est constante sur Q.

Démonstration. Soit z, € Q2. On veut montrer que, pour tout z € Q,ona f(z) = f(z,)-
Puisque Q est un ouvert connexe de C, il est connexe par arc. Il existe donc un contour
y reliant z, a z. On a alors

fy = (2) - £():

Mais comme f' = 0, alors f’ est continue et

ﬁf:u
O

L’ouvert Q de C est dit étoilé s’il existe z* € Q tel que, pour tout z € Q, le segment
reliant z* a z est contenu dans Q. Autrement dit, Uouvert Q de C est dit étoilé s’il
existe z* € Q tel que, pour tout z € Q on a

{z*+t(z-2"), t€[0,1]} c Q.

Un ouvert étoilé est connexe par arcs.

Exercice 81—
Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des ouverts étoilés?

i) C;
i) C—{z}, (20 € C);
{zeC:|z| <R}, (R>0);

ii)

if)

iv) {zeC: r<|z| <R}, (R>r>0);
)
)

m

v) C — D ou D est une droite;

vi) C — D ou D est une demi-droite.

On va montrer que toute fonction holomorphe sur un ouvert étoilé possede une
primitive.

Le diamétre Diam(K) d’un ensemble compact (donc borné) K de C est la plus
grande distance entre ses points. Dans |’exercice 82, on montre que le diamétre d’un
triangle plein est la longueur de son plus grand coté.
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Exercice 82—
Soit a, b et c trois nombres complexes. On définit le triangle plein de sommet a,
b et c par

T ={aa+pBb+yc, (a,B,y) eR?®, a+p+y =1}
i) Soit z € C. Montrer que
max{|z' — z|: 2’ € T} = max(|z - a|,|z - b|, |z — c|).
ii) En déduire que
max{|z' — z|: (z’,z) € T x T} = max(|b — al,|c — b|,|a - c|).
Lemme 83 (Théoréme de Goursat)- Soit f une fonction holomorphe sur [’ouvert

Q. Soit T un triangle plein contenu dans Q. On note OT le triangle constituant le
bord de T. Alors,

f=0.
ar
Démonstration. Pour tout triangle plein 9 inclus dans 2, on pose

¢(T) = Diam ()2 fafr !

Fixons un triangle plein T contenu dans w. On va montrer que ¢(7T) = 0 d’ou ’on
déduit

f=o.
or

Etape 1 - Construction d’un processus. Partant d’un triangle plein 9~ contenu dans
Q, marquons les milieux de chacun de ses cotés. Reliant chacun de ces
milieux, on obtient quatre triangles pleins 9, 95, 93 et 9, contenus
dans Q. Ayant fixé une orientation sur 9, on induit une orientation sur
chacun des quatre triangles. Les cotés de ces quatre triangles qui ne sont
pas supportés par des cotés de I sont des chemins opposés de triangles
distincts (voir la figure 1 page ci-contre).

On a donc
[or=[ s+| r+f r+f 1
oT 0T 0T, 0T 3 0T,
En particulier, parmi 9, 9,, 93 et 9, il existe un triangle, que nous
notons s (97) tel que
[ot]= 21
3s(9) 41Jog

Puisque Diam (s (97)) = Diam (9) /2, on a donc

¢(T)Nz¢(T). 9)

>
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Etape 2 -

Etape 3 -

AV

Ficure 1 - Processus de découpage de .

Construction d’une suite (T},),,cn de triangles emboités. On définit une
suite de triangles pleins (7,,),cn €N posant

TO = T
T,., = s(T,,) pourtout n=0.

Pour tout n = 0, ona T,,; < T, et Long(dT,) = 27" Long(dT) puis
Diam(T,,) = 27" Diam(T'). Grace a (9), la suite (¢(7T},)),,cn €5t UNe suite
croissante de réels positifs.

La suite (¢(T},)),en tend vers 0. La suite (7,,) o €St une suite de com-
pacts emboités. leur intersection est donc un complexe que ’on note z,.

La fonction f est holomorphe sur Q et en particulier en z,. Définissons
une fonction € en posant

f(2) - f(z)
e(z) = Z =%
0 Si 2 = .

—f'(z) sizeQ-{z};

Cette fonction est continue sur Q de limite 0 en z,. Elle vérifie

[(2) = f(z0) + (2 = 20)f'(20) + (2 = 2)e(2)

pour tout z € Q. La fonction affine z — f(z,) + (z — zy)f'(z,) admet une
primitive sur C. Son intégrale le long de n’importe lequel des triangles
0T,, est donc nulle. Soit n € N, on a donc

faT,, r= j;T,, (z = zp)e(2z) dz.

La fonction |e| est continue sur le compact 07, soit z,, € 0T,, tel que

max|e(z)| = [e(Z,)].
naxe(2)]| = le(z,)
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T,
Y
A
T
FiGure 2 - Découpage d’un rectangle en deux triangles.
On obtient
L[ f| < Long(aT,,) Diam(T,,)|e(z,,)].

ar,,
On a donc

Long(dT ) Long(aT)

T - = ©r°

Ona |z, — zy| < Dlam(Tn) < 27" Diam(T). Lorsque n tend vers l’infini,
on en déduit que z,, tend vers z, et donc €(z,,) tend vers 0. On en déduit
que ¢(T,) tend vers 0.

Etape 4 - La suite (d(T,)),en €t croissante, positive et tend vers 0. Pour tout
nelN,ona

= ¢(T) = ¢(Ty) = ¢(T5,).
En prenant la limite lorsque n tend vers +oo, on en tire ¢(T) = 0.
[

Considérons un rectangle 2. On construit deux triangles T; et T, comme figure 2.
Une orientation de & induit une orientation sur T; et T, la diagonale est parcourue
en sens opposés selon qu’on parcourt T} ou T,. Sommant une fonction f continue sur
T, et T, le long de T; puis le long T, les contributions le long de la diagonale sont

opposées. On a donc
[r={r+]r
R T, T,

Corollaire 84- Soit f: QO — C une fonction holomorphe. Si & est un rectangle
inclus, ainsi que son intérieur, dans Q) alors

Lf:a



3 Théorie de Cauchy p. 41

—-R+1ié R+i&

A

-R 0 R

Ficure 3 - Le contour yp.

Ce corollaire est utile au calcul d’intégrale, comme le montre le calcul suivant.
Pour tout ¢ € R, on définit

+00 .
0= [ e

(e.0]

. —ax? 20 .
La fonction x — e™™* ¢%™*¢ est continue sur R. De plus, pour tout x € R, on a

—nx? 2imxé

2
‘e e <e ™,

. - 2 . .
La fonction x — ™" tend vers 0 en +oo. Il existe donc x, > 0 tel que si |x| = x,,

alors
1

< —.
x2

f— 2 7
|e X emeé’

Par le critere de Riemann, on en déduit la convergence normale de I(¢). Nous allons
exprimer I(¢) en fonction de 1(0) pour tout ¢ € R.

Dans un premier temps, supposons ¢ > 0. Si R > 0, on note yy le contour de la
figure 3. Considérons la fonction f définie par

f(Z) — e—nzz eZinzf.

Elle est entiere. On pose

I(®) :fmf'

Y
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OnaJ(R) =0.On écrit J(R) = Jy(R) + J;(R) + ,(R) + J5(R) avec

R 5 .
J(R) :f f :f o~ TX’ gRimxE dx,
[_RvR] -R
Ji(R) = f f = ifé o~ (R+it)? j2in(R+it) dr,
[R,R+i&] 0

J(R) = f f=- fR o (e +i8)? G2im(1+i§)§ dr,
[R+i¢,—R+i&] -R
et

J5(R) = f f=-i ff o T (-R+it)? p2im(-R+it)E §;
[_R+iév_R] 0

L’intégrale I(&) étant convergente, J,(R) admet une limite lorsque R tend vers +oo et
lim J,(R) = I(&).
R—+o00
On en déduit que J;(R) + J,(R) + J5(R) a une limite lorsque R tend vers +oo et que
1©) = = im (3 (R) +Jo(R) + J5(R))..
Soit R > 0, alors

¢ €
|J; (R)| Sfo e_”(Rz_tz)e_Z”tf dr = e—”szO e”(tz_z‘ft)dt_

On en déduit que J;(R) admet une limite lorsque R tend vers +oco et que
lim J;(R) = 0.
R—+o00
Soit R > 0. Alors,
L(R)| < f‘f o TRE+1?) p=2mtE gy _ TR ff o m(24218) 4
0 0

On en déduit que J;(R) admet une limite lorsque R tend vers +oo et que
lim J5(R) = 0.
R—+00

Enfin, soit R > 0. On a
R
J>(R) = —e_”‘fzf e " dt.

+00 2
f e " dt
—00

converge, alors J,(R) admet une limite lorsque R tend vers +oco et

Comme lintégrale

+00
tim Jy(R) = —e f e dt = —1(0)e
—+00

—00
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On a donc ,
1(¢) = 1(0)e ™™ (10)

pour tout ¢ > 0.
Supposons maintenant ¢ < 0. On a

+00 .
1(¢) =f o™ gm2imxlél gy

(e o]

Par un changement de variable u = —x, on a

+00 .
1) = f ot g2imull g

(0. 0]

Grace a (10), on trouve I(¢) = I(O)e‘”'ﬂz. Ainsi, on a
1(&) = 1(0)e ™

pour tout ¢ € R (pour ¢ = 0 c’est immédiat).

Exercice 85—
Le but de cet exercice est de calculer

+00 2
1(0) :f e ™ dx.

(e

1) Montrer que
1(0)? = f+oo f+oo e ") qx dy.

2) En déduire que
21 [+oo 2
1(0)? :f f e " rdrde.
0 0

3) Montrer que 1(0) = 1.

Une premiére conséquence du théoréeme de Goursat est |’existence d’une primitive
pour une fonction holomorphe sur un ouvert étoilé. On a besoin, pour établir ce
résultat du lemme géométrique suivant.

Lemme 86- Soit Q) un ouvert étoilé par rapport a z*. Soit z, et z deux points de
Q. On suppose que le segment [z, z] est inclus dans Q. Alors, le triangle plein
dont les sommets sont z,, z et z* est inclus dans Q).

Démonstration. Soit u # z* un nombre complexe du triangle plein. On note v
Uintersection de la droite passant par z* et u et de celle passant par z et z,. Le
complexe v appartient au segment reliant z et z,. Le point v est donc dans Q2. Comme
Q est étoilé par rapport a z*, tout le segment [v, z*] est dans Q. Le complexe u
appartient a ce segment. En particulier, u est dans Q. O
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Théoréme 87- Une fonction holomorphe sur un ouvert étoilé admet une primitive
sur cet ouvert étoilé.

Démonstration. Considérons une fonction f holomorphe sur Q qu’on suppose étoilé.
Soit z* € Q tel que pour tout z € Q, le segment [z*, z] reliant z* a z est contenu
dans Q. Soit z, € Q, nous voulons construire une fonction dont la dérivée en z, est
f(zy). Pour tout z € Q, on définit

F(z) = f.
[z*,z]

Alors,

)+ F@= [ r= f
[2*,20]®[2",2] [29,2"]®[2",7]

Comme Q est ouvert, soit p > 0 tel que D(z,, p) < Q. Pour tout z € D(z,, p), le
triangle plein dont les sommets sont z*, z et z, est inclus dans Q. Grace au théoreme
de Goursat, on a alors

J -0
(202" Jelz" 2l812,20]

St = hoaa = L
(202" lelz" 2] el Jizol

F(z)-F(z) 1 f f
2= 2% oz 2o Jlzo.2]

f dw =1
[ZOrZ]

d’ou

On en déduit

D’autre part,

donc () - Fla)
z) — F(z, _
B L AL COR(ChIETD
Le lemme 76 implique alors
F(z)-F
‘(ZZ)_—ZO(ZO) — f(z9)| = wrg?zajz]lf(w) = f(zo)].

Par continuité de f, le maximum du terme de droite tend vers 0 lorsque z tend vers
zget donc

im F&) =~ F(@)

2=2 z — ZO

= f(z)

ce qu’il nous fallait démontrer. O
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Remarque 88— On retient de cette preuve le fait suivant. Si f est holomorphe sur Q
qu’on suppose étoilé par rapport a z* € Q. Alors, la fonction F définie par

F(z) = f

[z7.2]

est holomorphe sur Q) de dérivée f.

De la proposition 77 et du théoréeme 87, on déduit immédiatement le théoréeme de
Cauchy suivant.

Proposition 89 (Théoréme de Cauchy pour les ouverts étoilés)- On suppose [’ouvert
Q étoilé. Soit y un contour contenu dans Q. Soit f une fonction holomorphe sur

Q. Alors
ff:Q
Y

Remarque 90— Un ouvert élémentaire est un ouvert Q ayant la propriété suivante :
toute fonction holomorphe sur Q admet une primitive holomorphe sur Q. Il faut noter
que nous avons démontré que le théoréme de Cauchy est valable pour tout ouvert

élémentaire.
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Exercice 91—
L’objet de cet exercice est de démontrer la formule

+oo ] — cosx /4
[l 1
0 x? 2
On définit la fonction f en posant

1—-cosz

fla) = —;

pour tout z € C*. Pour tous nombres réels strictement positifs R et €, on note
le demi-cercle de centre O, rayon R constitué des complexes ayant leur argument
dans [0, 7] parcouru dans le sens trigonométrique et ¥, le demi-cercle de centre
O, rayon € constituédes complexes ayant leur argument dans [0, 7] parcouru dans
le sens antitrigonométrique (voir la figure 4 page suivante).

i) Montrer que f s’étend en une fonction entiére (pour I’holomorphie en 0, on
pourra écrire le développement en série entiere de f).

ii) Que vaut l’intégrale

J r
Yr®[-R,—€]oY®[€,R]

iii) Calculer la limite lorsque R tend vers +oo des intégrales

[ [ e [
[_Rr_E] [G,R] YR

iv) Montrer que pour tout z € C, on a f(z) = —i/z + E(z) avec E bornée au

voisinage de 0.
v) Calculer la limite lorsque € tend vers 0 de

L f
Ye

vi) Conclure.
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FiGure 4

FIGURE 5
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3.3) Logarithmes complexes

Exercice 92 (Détermination principale du logarithme complexe)—

i) Montrer que U = C ~ R~ est un ouvert étoilé (par exemple par rapport a 1).
ii) Soit z € U. On définit son logarithme complexe par

d
In(z) :f{l u]?‘c

ou [1, u] est le segment reliant 1 a u. Montrer que ln est holomorphe et donner
sa dérivée. Si x € R**, comprendre pourquoi In(x) est le logarithme néperien
de x.

iii) Pour z € U, on note arg(z) son argument compris dans ’intervalle | — , ].
En considérant le contour obtenu en recollant le segment [1, z], un arc de
cercle de centre 0 et de rayon |z| puis le segment [|z|, 1] (voir la figure 5 page
précédente), montrer que

In(z) = ln|z| + iarg(z). (11)

iv) L’égalité (11) permet d’étendre la définition du logarithme a C* (la fonction
obtenue n’est a priori pas holomorphe sur C*). On fixe 6 €] — w, &] — {0}.

a) Sir >0, que vaut In(-r)?
b) Quelles sont les limites en —7 et en 7 de O — In(re?)?
c) Quelle est la limite lorsque le réel t tend vers 0 de

n(|z]e®) —n(~|z|e')?

v) Si z € U, que vaut exp(ln(z))?

vi) En utilisant le principe du prolongement analytique et le développement en
série de la fonction de la variable réelle x — In(1 — x), montrer que

+00 Z]

n(l-z)=-% =
n(l - z) ];j

pour tout z € U vérifiant |z| < 1.
vii) Que vaut ln (e‘””)? Exhiber une égalité satisfaite par le logarithme néperien
réel qui ne s’étend pas au logarithme complexe.

viii) Comparer les deux nombres complexes :
In(i(i—1)) et In(i)+In(i-1).

Exhiber une égalité satisfaite par le logarithme néperien réel qui ne s’étend
pas au logarithme complexe.
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Dy

zp

.
7

)

FiGURE 6

L’existence de la détermination principale du logarithme permet de définir la
notion de puissance complexe d’un nombre complexe.

Définition 93— Soit A € C. Pour tout z € C — {0}, on définit

ZA — exllnz.
La fonction
C-R —-C
z %

est holomorphe.

Le logarithme étudié dans U’exercice 92 résulte du choix de faire de C* un ouvert
étoilé en lui retirant la demi-droite R~ et en prenant comme chemin d’intégration un
segment partant de 1. Ce choix conduit a ce qu’on appelle la détermination principale
du logarithme. D’autres choix sont possibles qu’on étudie maintenant.

Soit z, dans C. La fonction

1

zZ— 2z

fiz—

est holomorphe sur C — {z,}. Choisissons D, une demi-droite d’extrémité z,. Sur la
demi-droite d’extrémité z,, de méme direction que D, et qui n’est pas D,, on choisit
un complexe z; (voir la figure 6) ). L’ouvert C — D, est étoilé par rapport a z; . Grace
au théoréme 87, la fonction f admet des primitives sur C — D,. L’une d’entre elles
est la fonction logDo'zS définie pour tout z € C — D, par

d
e

2521 € — 2o
On a
logp, 2, (20) = 0.

Considérons sur C — D, la fonction

“logy,
z— (z-2z))e 0% (=)

f. La détermination principale du logarithme correspond a Dy = R™, z, = 0 et z; = 1.
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*z) Dy

FiGure 7

Cette fonction est holomorphe sur C—D,. Sa dérivée est nulle donc elle est constante :
il existe C tel que, pour tout z € C — D, on a

%%z = C(z — zp).
Evaluant cette égalité en z = z;, on trouve C = 1/(z; — z). Ainsi,

l Z—Z
e OgDO,z(’; (2) = = 0
zy — Zg

pour tout z € C — D,.

Soit z, € C et D une droite passant par z,. Il existe deux demi-droites d’origine z,
de méme direction que D. Sur chacune de ces demi-droites, on peut choisir un point
distinct de z, de sorte que z, est le centre des deux points choisis. Si { € C — D, on
veut comparer les valeurs en ¢ des logarithmes relatifs a ces choix. Pour énoncer et
démontrer le résultat, il faut donner une facon de distinguer les points et la position
de ¢ relativement a ces points.

La droite D partage C en deux demi-plans (voir la figure 7). On choisit deux points
sur D de fagon que z, soit leur centre. On note z, et z; ces points de sorte que ’arc
de cercle y de centre z, passant dans le demi-plan déterminé par D et ¢ et reliant
zy a zg dans cet ordre soit orienté dans le sens trigonométrique. On note Dy la
demi-droite d’origine z, passant par z, et D, la demi-droite d’origine z, passant par
Z, - On choisit dans le demi-plan ne contenant pas ¢ un point zg sur la perpendiculaire
a D contenant z,. On note DS la demi droite d’origine z, passant par zg.

On veut comparer logDJ,za (&) et logDa'zg(cf). Le contour [z5,¢] @ [£,2,] ® ¥ est

inclus dans Uouvert étoilé C — Dy . Sur cet ouvert étoilé, la fonction z — 1/(z — z,)
est holomorphe. Il résulte alors du théoreme de Cauchy pour les ouverts étoilés que

dz dz dz
J g el
[25.6] @ — %9 [£25] @ — %9 Yy <~ %
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soit encore

S

Y 0 = logDS’,za (5)

puisque y est un demi-cercle de centre z,, l'intégrale de z — 1/(z — z,) sur y vaut
i (voir ’exercice 68). Ainsi,

lOgDar,za (f) = logDa,zar (‘f) +im.
On a montré le résultat suivant.

Proposition 94- Soit D une droite et z, € C un point de cette droite. Soit a et
b des points de D tels que z, est le centre de a et b. On note D, (resp. D)
la demi-droite portée par D, d’origine z, et contenant a (resp. b). Pour tout ¢
n’appartenant pas a D, on a alors

lOgDh,a(f) = lOgDa,b(ﬁ) + sim
avec

1  si le demi-cercle de centre z, reliant b a a et contenu dans le
méme demi-plan determiné par D que ¢ est orienté dans le
sens positif ;

—1 sinon.

3.4) La formule de Cauchy

Théoreme 95- Soit f une fonction holomorphe sur Q. Soit D un disque ouvert. On
suppose que le disque fermé D est contenu dans Q. Soit C = D — D le cercle bord
de ce disque orienté dans le sens trigonométrique. Alors,

1
1w
2irJc w — z

f(2) =

pour tout z € D.

Démonstration. Notons z, le centre de D et R son rayon. Comme D est inclus dans
Uouvert Q, il existe un réel R' > R tel que le disque ouvert D’ de centre z, et
de rayon R’ est inclus dans Q (et contient D). Soit z € D. Si z # zy, notons 9 la
demi-droite d’origine z de méme direction que la droite passant par z et z, et ne
contenant pas z,. Si z = z;, on choisit pour 2 n’importe quelle demi-droite d’origine
z. L’ouvert U = D' — 9 est alors un ouvert étoilé. Dans U, on construit le contour en
forme de «trou de serrure» décrit figure 8 page suivante. Pour tous § > 0 ete > 0
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Ficure 8 - Contour en forme de «trou de serrure» I's ..

suffisamment petits, notons I'; . ce contour &), On considére la fonction F définie par

f(w)

w-—2z

F(w) =

pour tout w € C — {z}. Elle est holomorphe sur C — {z} et donc en particulier sur
Uouvert étoilé U. Le théoreme de Cauchy pour les ouverts étoilés implique alors

F=0. (12)

r§ €

L’intégrale sur les segments [A, B] et [B/, A’] est

(B—A)folF((l _1)A+(B)dr + (A’—B’)fOlF((l _ B+ tA')dr.

g. On construit le cercle C(z, €) de centre z et rayon € avec € suffisamment petit pour que C(z, €) < D.
On oriente C dans le sens trigonométrique et C(z, €) dans le sens antitrigonométrique. On trace deux
paralléles a 92 distinctes toutes deux distantes de 2 de §/2. Partant de n’importe quel point de C qui
ne soit pas compris entre les deux paralléles a @, on parcourt C jusqu’au point A, premiére intersection
de C avec l’'une des deux paralléles. On parcourt la paralléle contenant A vers Uintérieur de C jusqu’a
couper C(z,€) en B. On parcourt C(z, €) jusqu’a couper la deuxiéme paralléle en B'. On parcourt cette
deuxiéme paralléle vers U’extérieur de C jusqu’a couper C en A’. On parcourt enfin C jusqu’au point
de départ.
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Lorsque & tend vers 0, les complexes A et A’ tendent vers un méme complexe A, et
les complexes B et B’ tendent vers un méme complexe B,. On a donc ()

m(B—A)folp(u _ A+ (B)dr + (A’—B’)folF((l _ B+ tA')dt
:(BO—AO)(le((l—t)A0+tB0)dt+f1F((1—t)B(,+tA0)dt =0
0 0

par changement de variable t — 1 — t dans ’'une des deux intégrales.
L’intégrale sur I’arc de cercle reliant B a B’ est

b o
fAF: F—ief F(z+ee')e™do
BB’ C(z,€) -b

ou b est la mesure de l’angle des demi-droites [zB) et 2 comprise entre 0 et /2. Si
0 tend vers 0 alors b tend vers 0. Ainsi,

lim f,\ F = F.
6—0 JBB’ C(z,€)
De la méme facon,

lim AF:[F.
6—0JA’A C

On obtient donc

f F + f F=0 (13)
C(z,€) C
en prenant dans (12) la limite lorsque 6 tend vers 0.
On écrit
- d -
[ F= T =1 gy py [ 22 = | SO 2T Gy pimp(a)
C(z,€) C(z,€) w-—-z Clze) W — Z C(z,€) w-—-2z

(en se souvenant de ’exercice 68 et en prenant garde que C(z, €) est parcouru dans
le sens antitrigonométrique). Puisque f est holomorphe, la fonction

fw) - f(2)

w-—-2z

G:w

est continue sur la compact D. Elle est donc majorée en norme, par un réel que nous
notons M. Ainsi,

[ fwore dw‘ _
C(z,€)

27 . .
f G(zo +€e)eie’ dd| < 2nMe.
w-z 0

h. La fonction (¢,8) — F((1 — t)A + tB) est continue sur [0, 1] x [0, 1] et bornée par une constante
puisque [0, 1] x [0, 1] est un compact de C. Ceci justifie le passage a la limite.
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On en tire
lim F = 2inf(z).
€=0JC(z,e)

Faisant tendre € vers 0 dans (13), on trouve

—2inf(z) +fF =0
C
ce qui est la formule de Cauchy. O

Le corollaire 53 énonce qu’une fonction holomorphe est dérivable a tout ordre
a condition que ses dérivées partielles premiéres soient continues. La formule de
Cauchy permet de se débarrasser de cette condition et donne une formule pour les
dérivées.

Proposition 96 (Egalité de Cauchy pour les dérivées)- Soit f: Q — C une fonction
holomorphe. Alors, f est dérivable au sens complexe a tout ordre. Soit C < Q
un cercle parcouru dans le sens trigonométrique. On suppose que l’intérieur est
contenu dans Q. Alors

f(n)(Z) — n! f f(LU)

2in Jc (w — z)"+1
pour tout z a Uintérieur de C et tout entier n = 0.

Démonstration. Soit f: QO — C une fonction holomorphe, C < Q un cercle parcouru
dans le sens trigonométrique. Pour tout entier n = 0, notons #(n) ’hypothése :
pour tout z a Uintérieur de C, f est dérivable a l’ordre n en z et on a

! (w)
(M (z) = f ! dw.
[ 2im Jo (w — z)"*!
L’hypothese #(0) est vraie grace a l’égalité de Cauchy. Soit n = 0 tel que ’égalité
S (n) est vraie. Soit z a Uintérieur de C. Il existe r > 0 tel que le disque fermé
D(z, r) est contenu dans l'intérieur de C. Si le complexe h vérifie |z + h| < r, on
a alors

fMz+h)-fM2) n f 1 1 1 Fw)d
= — - - w)dw
h 2inJch |(w-z-h)"! (w-2z)"!
en appliquant #(n) a z + h et z. Posant
1 1
A=—— et B=
w—-z-nh w-—z

ona

) .
ANl _ gn+l _ gn+tl (1 _ (E)’H ) — An+l (1 _ E) S (E)] =(A-B) iBjA”_j
A Al isp\A j=0

J
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et donc
f(n)(z + h) —f(”)(z) ol 1 L v ) ns
h _ZiJTfC(w—Z)(w—z—h)j;)(w_Z) (W—z—h) f(w)dw.
Notons
1 & 1 J 1 n-j
F(w,h) = (w_z)(w_z_h)];(w_z) (w_z_h) f(w).

Alors, en notant z, le centre de C et R son centre, on a
am i0 i0
fF(w, h)dw = in F(zy + Re', h)e' d6.
c 0

La fonction (0, h) — F(z, + Re™, h)e™ est continue sur le compact [0, 2] x D(0, r)
ou elle est bornée. La fonction

h HfF(w, h) dw
C

est donc continue sur D(0, r) et en particulier,

. fM(z+h)- ()  nl 1 1 \»
}z]—rn) h _Zin.[c(w—z)z.(nJrl).(w—z) flw)dw.

On en déduit que f™ est dérivable en z de dérivée

(@) =

(n+1)!f fw)
C

2in (w—z)+2

L’hypothese #(0) est vraie. Pour tout entier n > 0, si ’hypothése #(n) est vraie,
alors "’hypothése #(n + 1) est vraie. Par récurrence, on en déduit que I’hypothése
A (n) est vraie pour tout entier n = 0. O
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Exercice 97—

1) Soit f une fonction holomorphe sur le disque unité D(0, 1). On note

d=  sip  |f(2) - f(w)

(z,w)eD(0,1)xD(0,1)

le diamétre de l’image de f qui peut étre infini.
a) Montrer que

op= [ LS,
c(o,r) w
quelque soit le réel r €]0, 1].
b) En déduire que 2|f'(0)| < d.
2) On définit la fonction sh par

sh(w) =

pour tout w € C. Soit R > 0. Calculer

sh(w)
f 5 dw
C(0,R) W

En appliquant l’égalité de Cauchy pour les dérivées, on obtient immédiatement le
corollaire suivant.

Corollaire 98 (Inégalité de Cauchy)- Soit f une fonction holomorphe sur Q. Soit
z € Qetr >0 tel que le disque fermé D(z, r) est contenu dans Q. Alors

M(2) = X max |f(z + re®
P s = e £ )|

pour tout entier n = 0.

3.5) Analycité des fonctions holomorphes

La proposition 50 énonce qu’une fonction holomorphe est analytique a condition
que ses dérivées partielles premiéres soient continues. La formule de Cauchy permet
de se débarrasser de cette condition et donc implique la synonymie des termes
holomorphe et analytique.
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Théoreme 99- Soit f une fonction holomorphe sur Q. Alors f est analytique sur
Q. Plus précisément, soit z, € Q et R > 0 tel que le disque fermé D(z,, R) soit
contenu dans Q. Notons C(z,, R) le disque bord de D(z,, R) orienté dans le sens
trigonomeétrique. Alors, si pour tout entier n = 0, on définit

L f(w)

a, = —_—
b 20w Je(zer) (W = zp)"*!
ona
+00
f(2) =) a,(z - z)"
n=0

pour tout z € D(zy, R).

Remarque 100— Grace a la proposition 46, on a aussi

I ARIEN)
B n!

pour tout n = 0.

Démonstration. Si z € D(z,, R) et w € C(z,y, R), alors
1 _ 1 |- 2= % !
w-z w-z w-2zy)

_ |z =z <1
R

Puisque
Z — ZO

w_ZO

on a le développement en somme des termes d’une suite géométrique
-1 +00 n
. z— 2z S zZ— 2z
W=z nmo\W—2)

Jfw) *Zj f(W)

zZ—W

Ainsi,

La formule de Cauchy donne

_1 P ) I
/() 207 JC(zo,R) ,,ZO (w—zo)”“(z %)" dw

1 (27 2 f(z + Re')

>

= g = (R 10)n ( —ZO) do. (14)
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La fonction & — f(z + Re™) est continue donc bornée sur le compact [0, 27]. D’autre
part, |z — z,| < R. On en déduit que

z -z

| <oo

100 rox X — n
y |f(z+Re’9)\d9-‘M‘ 52n||f||oo(1—
n=0J0 R

Dans (14), on peut donc intervertir sommation et intégration pour obtenir,

i0
f(z) = (an f((ZRJ;gfn )dH) (z = z5)"

:Z( 1 f &dw)(z—zo)".
n=0

2i7 Je(zor) (W — 24)"H1
Cette derniére égalité démontre le théoreme. O

On donne quelques conséquences de ’analycité. En premier lieu, on peut utiliser la
synonymie des notions d’holomorphie et d’analycité pour énoncer les propositions 54
et 57 dans le cadre des fonctions holomorphes.

Proposition 101 (Principe des zéros isolés)- Soit f: Q — C une fonction holo-
morphe. Soit z, € C.

i) Si toutes les deérivées s’annulent en z,, alors f est nulle au voisinage de z, ;

ii) sinon, il existe un voisinage de z, dans lequel f ne s’annule qu’en z,.

Comme on [’a vu pour les fonctions analytiques (voir le corollaire 56), le principe des
zéros isolés implique que si f: Q — C est holomorphe et si K < Q est compact alors
f s’annule un nombre fini de fois sur K.

Exercice 102—-
Soit z, € C et R > 0. L’objectif de cet exercice est de construire une fonction
holomorphe sur D(z,, R) et y admettant une infinité de zéros.

1) Donner un exemple de fonction entiére s’annulant une infinité de fois.

2) Montrer que 'application z — “z est une bijection holomorphe de D(0, 1) dans
un ouvert qu’on précisera et en dedu1re une fonction holomorphe sur D(0, 1) et
s’y annulant une infinité de fois.

3) Construire une fonction holomorphe sur D(z,, R) et s’y annulant une infinité de
fois.

Théoreme 103 (Principe de prolongement analytique)- Soit f: Q — Cet g: Q — C
deux fonctions holomorphes sur [’ouvert connexe ). On suppose que f et g
coincident sur une suite infinie de points distincts de Q) admettant une limite dans
Q. Alors, f et g coincident sur €.
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Exercice 104—
On suppose que l’ouvert Q) est connexe. Soit f une fonction holomorphe sur Q. On

suppose qu’il existe z, € Q tel que les dérivées de d’ordre n = 1 de f s’annulent
en z,. Montrer que f est constante sur Q.

Exercice 105—
Soit f et g deux fonctions holomorphes sur l’ouvert connexe Q. L’objectif de

’exercice est de montrer que si fg = 0 alors f = 0 ou g = 0. Pour cela, on
suppose que f # 0 et on doit montrer que g = 0.

1) Montrer qu’il existe z, € Q et r > 0 tel que f ne s’annule pas sur D(z,, ).

2) Conclure.

Remarque 106— L’exercice 105 implique que ’anneau des fonctions holomorphes
sur un ouvert connexe de C est intégre.
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Exercice 107—-

L’objectif de cet exercice est de montrer que ’anneau des fonctions entiéres
n’est pas factoriel @. Notons #(Q) |’anneau des fonctions holomorphes sur un
ouvert connexe Q de C. C’est un anneau intégre dans lequel existe donc la notion
d’élément irréductible. Dans ce contexte, la fonction f € A#(Q) est irréductible
si et seulement si elle n’est pas inversible, n’est pas la fonction nulle et |’égalité
f = gh avec g et h dans #(Q) implique que g ou h est inversible. On note
A (Q)* le groupe des éléments inversibles de .#(Q).

1) Soit f € A (Q). Montrer que f € A (Q)”" si et seulement si f ne s’annule pas
sur Q.

2) L’objectif de cette question est de montrer que les éléments irréductibles de
A€(Q) sont, a un facteur multiplicatif inversible pres, les monémes unitaires.

a) Soit z, € C et k € A (Q)”. Montrer que la fonction z — (z — z,)k(z) est un
élément irréductible de #(Q).

b) Réciproquement, soit f € A (Q) irréductible. Montrer qu’il existe z, € C et
k € #(Q)* tels que f soit de la forme z — (z — zy)k(z).

c) On rappelle qu’un élément p non nul et non inversible de I’anneau /#(Q)
est premier si, pour tous éléments a et b et ¢ de #(Q), si ab = cp alors il
existe k dans #(Q) tel que a = kp ou b = kp. Déterminer les éléments
premiers de #(Q).

3) On suppose 2 = C de sorte que #(C) est I’anneau des fonctions entieres.
Peut-on écrire toute fonction non nulle et non inversible de /#(C) comme
produit d’une fonction inversible et d’un nombre fini d’éléments irréductibles
de #(C)P?

4) En utilisant Uexercice 102 page 58, reprendre la question précédente en suppo-
sant que Q est une boule ouverte (non vide).

a. Un anneau est factoriel si tout élément non nul et non inversible s’écrit comme produit d’un
élément inversible et d’un nombre fini d’éléments irréductibles et ceci de facon unique modulo
permutation des éléments irréductibles et modulo produit des éléments irréductibles par des éléments
inversibles. Dans un anneau factoriel, un élément est premier si et seulement si il est irréductible.
L’exercice montre que dans l’ensemble des fonctions entiéres, un élément est premier si et seulement
si il est irréductible mais que ’anneau des fonctions entieres n’est pas factoriel.

b. Si Uon autorise des factorisation sous forme de produits infinis (a qui il faut donner un sens),
on peut établir un théoréme de factorisation (de Weierstrah dans le cas des fonctions entiéres.

Une conséquence frappante de l’inégalité de Cauchy et du principe des zéros isolés

est le théoreme de Liouville suivant.

Théoreme 108 (Théoreme de Liouville)- Une fonction entiere bornée est constante.
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Démonstration. On suppose que f est holomorphe sur C et qu’il existe M tel que
|f(z)| < M pour tout z € C. Grace a l’inégalité de Cauchy, on a

1
‘Ef(")(o)‘ <Mr™"

pour tout entier n = 0 et tout r > 0. On fixe un entier n = 1 et on fait tendre r vers
I’infini. On obtient ) (0) = 0 pour tout n = 1. Par le principe des zéros isolés (en
particulier ’exercice 104) on en déduit que f est constante. O

Exercice 109—-
Montrer que si une fonction entiére a sa partie réelle bornée, alors elle est constante.
(On pourra considérer I’exponentielle de la fonction.)

L’exercice suivant donne une démonstration pratiquement immédiate du théoréme
fondamental de ’algebre, aussi appelé théoreme de d’Alembert-Gauss. Ce théoréeme
énonce que tout polyndme a coefficients complexes de degré supérieur ou égal a 1
admet une racine complexe.

Exercice 110—-
Soit P un polynéme non constant a coefficients complexes. Par |’absurde on suppose
que P ne s’annule pas et on pose f = 1/P.

1. Montrer que f est entiere.
2. Montrer que f est bornée.
3. Conclure.

L’inégalité de Cauchy et le principe de prolongement analytique admette comme
conséquence le théoreme suivant. Il implique que si une fonction f est holomorphe
sur un ouvert connexe Q et si elle n’est pas constante alors son module |f| n’a pas
de maximum, pas méme de maximum local !

Théoreme 111 (Principe du module maximum)- Soit f une fonction holomorphe
sur [’ouvert connexe Q. Si |f| admet un maximum local en un point de Q, alors f
est constante sur Q).

Démonstration. On suppose que |f| admet un maximum local. Il existe donc z, € Q
et r > 0tel que D(z,, r) c Qet

|f (20 + re™)| = |f(20)| pour tout r € [0, R et tout 6 € R. (15)

On pose p = R/4. Grace au théoréme 99 et a la remarque 100, on a

+oo £(n)
f(ZO + peiG) — Z f—(z())pneinﬂ.

(16)
n=0 n!
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On en déduit que @

) +oo +oo (n)(, (m)(z

n:O m:O

+00 ( oo f(k+m)(z )f(m)(ZO)pk+2m) e.ke.

[
g

k=—oc0 \ m=max(0,-k) (k + m)' m!
La fonction @ — |f (2, + pe®)|? est continue, on Uintégre sur [0, 27] :

T T +oo +00 (k+m) m
fz f (20 + pe™®)" do = f ( y LT ) ["z) ’”2’") e’ dg.
0

m=max(0,—-k) (k + m)' m!

k=—o00

On veut intervertir l’intégration et la sommation en k. Pour cela on justifie que

f Py f(k+m)(z )f(m)(ZO) k+2m tkH do < co.
0 | m=max(0,—k) (k + m)! m!
Le sommande de la somme en k est majoré par
2 = f(k+m)(zo) f(m)(zo) k+2m
m=max(0,—k) (k + m)! m!
Grace a l'inégalité de Cauchy, on a
()4 - R .
[ () < (—) max f(z0 + —e’e) .
n! 2 0e[0,27] 2
En utilisant (15), on en déduit
" (z) _
| = @20) "1 (o)l
et donc
+00 f(k+m)(zo) f(m)(zo) fao ) +00 -
on Y , S0 pkm < om|f(z))? Y, 2Tk
m=max(0,—k) (k + m) m: m=max(0,-k)

= Sf )2,

La somme en k est donc majorée par 87|f(z,)|* et on peut intervertir avec ’intégra-
tion :

7 +00 +00 (k+m) ) (- _
foz |f (ZO + pei9)|2 do= Y ( y f (29) f( )(Z())pk+2m) foz 2ik0 dg.

k=-o00 \ m=max(0,—k) (k + m)! m!

i. Le lecteur qui se souvient de son cours de théorie de Fourier et en particulier de la formule de
Parseval peut se rendre directement en 17. Voir la remarque 112.
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L’intégrale du membre de droite vaut 0 pour tout k # 0 et 27 pour k = 0. On obtient

1 r2=n o2 ~ +00 f(m)(zo) 2 -
o ): |f (2 + pe™)|"do = mZ:O ol I (17)
On a donc
iy f(m)(zo) 2 2m 1 (2n 0|2 2
mzle =§f0 |f (20 + pe™)|” dO — | (z0)I%.

En utilisant (15) on a | f (z, + pe™)|* < |f(2,)|? pour tout 8 € [0, 27] et donc

0o 2
m=1 m! T

Chaque terme de la somme est positif ou nul. La seule possibilité pour que leur somme
soit négative ou nulle est qu’ils soient tous nuls. On a donc f(m) (zy) = 0 pour tout
m = 1. Par le principe des zéros isolés (en particulier ’exercice 104) on en déduit
que f est constante. O

Remarque 112— On pourrait ramener a une ligne le passage de (16) a (17) en évoquant
la formule de Parseval. Celle ci implique le résultat suivant. Si f est holomorphe sur

Q, soit z, € Q et R > 0 tel que le disque fermé D(z,, R) est inclus dans Q. Alors,

2

ol M) [P ,, 1 [ 0712
3| R _Efo I (20 + Re™)|? db.

Exercice 113-

On suppose que Q) est connexe et que Q est borné. On suppose que f est holomorphe
sur Q et continue sur Q. Montrer que f admet un maximum || f|., atteint sur la
frontiere Q — Q de Q et que

If(2)] < |Iflls Pour tout z € Q.

Exercice 114—-

On suppose que Q est connexe et f est holomorphe non constante sur Q. Montrer
que si |f| admet un minimum local dans Q, alors ce minimum est nécessairement
nul. En particulier f s’annule au moins une fois dans Q.

Fonctions méromorphes

4.1) Singularités d’une fonction

Si f est une fonction de la variable complexe, le nombre complexe z, est une
singularité isolée de f si f est définie sur un voisinage épointé de z,, c’est-a-dire sur
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un ensemble contenant un ensemble de la forme
{z € C:0<|z—- 27y <R} =D(zy,R) — {7y}

pour un certain R > 0. Le but de cette partie est de décrire les singularités d’une
fonction.

Définition 115— Soit z, € C et f une fonction holomorphe sur V, un voisinage
épointé de z,. La singularité isolée z, est dite illusoire @ si la fonction f se
prolonge en une fonction holomorphe sur V U {z,}.

a. On dit aussi effacable.

Remarque 116~ La singularité isolée z, est donc illusoire s’il existe une fonction f
holomorphe sur V u{z,} dont la restriction a V est f. Par le théoreme de prolongement
analytique, si elle existe la fonction f est unique.

Théoreme 117 (Théoreme de prolongement de Riemann)- Soit z, € C et f une
fonction holomorphe sur V, un voisinage épointé de z,. Les quatre assertions
suivantes sont équivalentes.

i) La singularité z, est illusoire;
ii) La fonction f admet un prolongement en fonction continue sur V U {z,} ;
iii) La fonction f est bornée sur un voisinage épointé de z, ;
iv)
lim (z — z5)f(z) = 0.
zZ—2Z

Démonstration. Les implications i = ii, ii = iii et iii = iv sont immédiates").
Supposons donc que f satisfait a iv et montrons i, c’est-a-dire que z, est illusoire.
On définit g sur V U {z,} par

o Siz=g2;
§(2) = {(z —29)f(z) sizeV.

La fonction g est holomorphe sur V. D’autre part

g(2) - 8(z) _

zZ— 2z

(2 = 20)f (2)

et donc g est dérivable en z, de dérivée g'(z,) = 0. La fonction g est donc holomorphe
sur V U {z,}. Soit R > 0 tel que D(z,, R) < V U {z,}. Pour tout z € D(z,, R) on a

+oo o(n) +oo (1) +oo o(n+2)
8a) = > E- B ez = 3 B oy = (oo ¥ E e,

j. C’est-a-dire laissées en exercice au lecteur.
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Pour tout z € D(z,, R) — {z,} on a donc
(n+2)
g (2) n
f(Z)—Z 8 (e
+ 2)!
La série de droite fournit un prolongement holomorphe de f en z,. O

Exercice 118-
Montrer que 0 est une singularité illusoire de la fonction f définie par

sm z

f(2) =

pour tout z € C*.

Exercice 119-
Soit f et g deux fonctions entieres. On suppose que |f(z)| < |g(z)| pour tout z € C.
Le but de cet exercice est de montrer qu’il existe a € C tel que f = ag.

i) Que se passe-t-il si g est la fonction constante égale a 0? Dans la suite, on
suppose que g n’est pas la fonction constante égale a 0.

ii) On pose h = f/g. Pourquoi les zéros de g sont-ils des singularités isolées de
h?

iii) Montrer que les singularités isolées de h sont illusoires.

iv) Conclure.

Définition 120— Soit z, € C et f une fonction holomorphe non constamment nulle
sur V, un voisinage épointé de z,. La singularité isolée z, est appelée pole de f si
la fonction
0 siz=2z;
=z = 1 .
f —— sinon

f(2)

est holomorphe sur un voisinage de z,.

On généralise la notion d’ordre d’annulation d’un zéro (voir I’équation (8)).

Proposition 121- Soit z, € C et f une fonction holomorphe non constamment nulle
sur V, un voisinage épointé de z,. On suppose que z, est un pole de f. Alors, il
existe un unique entier naturel non nul n, appelé ordre du pole z, et une fonction
h holomorphe sur un voisinage de z, et non nulle en z, telle que

h(z)
(z = zp)"

pour tout z dans un voisinage épointé de z,.

f(2) =
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Démonstration. La fonction 1/f est holomorphe sur un voisinage U de z,. D’apreés (8),
il existe un unique entier k = 0 et une fonction g holomorphe sur U et non nulle en
z, tels que

}(z) = (z - z)"g(2).

Puisque 1/f s’annule en z,, on a k = 1. La fonction g étant continue, il existe un
voisinage U’ < U ou elle ne s’annule pas. On a alors

) = 1/g(z)

- (z - z)k
pour tout z € U'. O

Remarque 122— Il résulte de la preuve précédente que U'ordre du pole z, de f est
Uordre du zéro z, de 1/f.

Exercice 123-
Quelles sont les singularités de la fonction tan = sin / cos? Lesquelles sont des
poles. Quels sont les ordres de ces poles?

Exercice 124—
On définit la fonction cotan = cos / sin. Soit n € Z*. Quelles sont les singularités
de la fonction

—

cotan(mnz) ,
- ?
Lesquelles sont des poles. Quels sont les ordres de ces poles?

Exercice 125-
Soit f et g deux fonctions holomorphes au voisinage de z,. On suppose que z, est
un pole de f d’ordre v(f) et que z, est un pole de g d’ordre v(g).

i) Montrer que z, est un pdle de fg d’ordre v(f) + v(g).

ii) Montrer que z, est une singularité illusoire de f + g ou un pole d’ordre inférieur
ou égal a max (v(f), v(g)).

De méme que le théoreme de prolongement de Riemann permet de caractériser les
singularités illusoires, le théoreme précédent permet de caractériser les poles.

Théoreme 126- Soit z, € C et f une fonction holomorphe non constamment nulle
sur V, un voisinage épointé de z,. La singularité isolée z, est un pble de f si et
seulement si

lim |f(z)| = +o0.

z—2z
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Démonstration. Si z, est un pole de f alors, c’est un zéro de 1/f et par continuité
de 1/f , on obtient

1
lim —(z) =0 d’ou lim|f(2)| = +oo.
zZ—2

z—2zg f

Réciproquement, supposons que |f| tend vers +oo en z,. Alors, 1/f tend vers 0 en
z,. En particulier, 1/f est bornée au voisinage de z, et la singularité z, est illusoire.
La fonction 1/ f est donc holomorphe au voisinage de z, et en particulier, continue
en z,. Ainsi, z, est un zéro de 1/f et donc un pole de f. O

4.2) Fonctions méromorphes
On généralise la notion d’holomorphie pour prendre en compte les poles.
Définition 127— Une fonction f: Q — C est méromorphe s’il existe une partie P
de Q discrete@ dans Q telle que
i) La fonction f est holomorphe sur QO — P;
ii) Les points de P sont des péles de f.

a. Il existe autour de tout point de P un voisinage dans Q ne contenant pas d’autre point de P.
Cette propriété est toujours satisfaite si P est finie.

Lorsqu’on dit qu’une fonction est méromorphe en z,, on dit qu’elle est holomorphe
sur un voisinage épointé de z, et qu’elle posseéde un pdle en z, un une singularité
illusoire.

Définition 128- Soit z, € C et f une fonction holomorphe non constamment nulle
sur V, un voisinage épointé de z,. La singularité isolée z, est dite essentielle si
elle n’est pas illusoire et si ce n’est pas un pole de f.

Exercice 129—-
Soit f la fonction définie par f(z) = e'/# pour tout z € C*. Montrer qu’il existe

i) Une direction suivant laquelle la limite de f en 0 est +oo;
ii) Une direction suivant laquelle la limitede f en 0 est 0;

iii) Une direction suivant laquelle f(z) oscille en restant borné lorsque z tend vers
0.

Le comportement des fonctions holomorphes au voisinage d’une singularité essentielle
est trés hiératique comme ’indique le théoreme suivant.

Théoreme 130 (Théoréeme de Casorati-Weierstrass)- Soit f une fonction holo-
morphe sur un disque épointé D(z,, R) —{z,}. On suppose que z, est une singularité
essentielle. Alors, l’image de D(z,, R) — {z,} par f est dense dans C.
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Démonstration. Dire que 'image de D(z,, R) — {z,} par f est dense dans C signifie
la chose suivante : pour tout w € C et tout € > 0, il existe z € D(z,, R), z # z, tel
que |f(z) — w| < €. Supposons, par [’absurde, que l’image de D(z,, R) — {z,} par f
n’est pas dense dans C. Soit alors w € C et € > 0 tels que, pour tout z € D(z,, R),
z #+ zgona |f(z) — w| > €. La fonction

1

O

est donc holomorphe sur D(z,, R) — {z,}. Comme

1
lg(z)| = m =€

pour tout z € D(z,, R)—{z,}, la singularité z, est illusoire et g admet un prolongement
holomorphe sur D(z,, R). Pour tout z € D(z,, R) tel que g(z) + 0, on a

1
f(Z) = @ + w.

Si g(z,) = 0, alors |f(z)| tend vers +oo lorsque z tend vers z, et alors z, est un pole
de f : ceci contredit le fait que z, est une singularité essentielle de f. Si g(z,) # 0,
alors f admet un prolongement holomorphe sur D(z,, R) et z, est une singularité
illusoire de f : ceci contredit aussi le fait que z, est une singularité essentielle de

f O

E Le théoréme des résidus et applications

5.1) Résidu d’une fonction

On a vu que les fonctions holomorphes sur un disque admettent un développement
en série entiere en tout point de ce disque. On généralise ce résultat autour d’un
pole.

Théoreme 131- Soit f holomorphe au voisinage épointé de z,. On suppose que
z, est un pole d’ordre n de f. Alors, il existe une suite (a;);-_, de nombres
complexes telle que

+00

f&)= Y arlz-z)*

k=—n

au voisinage épointé de z,.

Remarque 132—0On dit que f admet un développement de Laurent en z,.
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Démonstration du théoréme 131. Il existe une fonction &, holomorphe au voisinage
de z, telle que f(z) = (z — z;) " h(z). La fonction h est analytique : au voisinage
épointé de z,, on a

h(z) = f be(z — zo)*.
k=0

Le développement en série de Laurent de f s’obtient donc en posant a;. = b;._,, pour
tout k = —n. O

Définition 133— Avec les notations du théoréme 131, la somme

-1
a a.

> axlz-z)t = g
(z — zy)" zZ—2z

k=-n 0 0

s’appelle la partie principale de f et le terme a_, s’appelle le résidu de f. On
note

a_, = Res f(z).
Z=2

Remarque 134— Le résidu d’une fonction en un point z, peut-étre nul méme si z,
est un pole de cette fonction. Penseza z — z7" pour n = 2.

Exercice 135-
Soit f et g deux fonctions holomorphes non identiquement nulles au voisinage
épointé de z,.

i) On suppose que z, est un pole d’ordre 1. Montrer que
Res f(2) = lim (z - 2)f () ;
Z2=2( Z—2Z(

ii) Soit k € N*. On suppose que z, est un pole d’ordre k. Montrer que
1 k-1
(k- 1)!dzk1

Res f(2) = ((z - 20)"f(2)) ;

iii) Si f est holomorphe en z, et si g possede un zéro simple en z,, alors

1@ _ fla)
g g
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Exercice 136—
Soit f: Q — C une fonction méromorphe sur Q. On suppose que f n’est pas la
fonction constante nulle.

i) Montrer que f’/f est méromorphe sur Q et que ses poles, tous simples, sont
les poles et les zéros de f.

ii) Si z, est un pole de f d’ordre v(f), montrer que

f'(z) _ ,

Ijzezg o) - -v(f);

iii) Si z, est un zéro de f d’ordre v(f), montrer que
f'(z) _

Izi’:ezg f(z) v(f).

5.2) Indice d’un contour par rapport a un point

On rappelle la formule suivante (voir U’exercice 68) :

1 1
—f dz =k
217 JCi(20.R) Z = Zg

ou Ci(zy, R) désigne le cercle de centre z, et rayon R parcouru k fois dans le sens
trigonométrique.

Exercice 137—-
En utilisant U’exercice 68 et la formule de Cauchy (voir le théoréme 95), montrer
que si |a — zy| < R, alors

1 1

207 Jey(zoR) 2 — a

dz = k.

D’autre part, si |z, — a| > R, considérons p un réel tel que R < p < |z, — al. La

fonction )

z—a
est holomorphe sur le disque D(z,, p) et Ci.(z,, R) est un contour inclus dans l’ouvert
étoilé D(z,, p). Grace au théoreme de Cauchy pour les ouverts étoilés (théoréme 89),
on a donc

<z —

1 1
—f dz = 0.
2i7 JCi(z0,R) 2 — 4

1 1
—fc dz (18)

2im Jei(zR) 2 — G
est, au sens usuel du terme, le nombre de tours de C,.(z,, R) autour du point a.

En résumé, l'intégrale
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Remarque 138— Noter que si le cercle de centre z, et rayon R est parcouru k fois
(k > 0) dans le sens antitrigonométrique, alors l’intégrale (18) vaut —k si a est
a Uintérieur de cercle et 0 sinon.

Définition 139— Soit y un contour fermé ne contenant pas z,. L’indice de y par
rapport a z,, encore appelé nombre de tours de y autour de z, est

1 dz

Ind(y, o) = 2in Tz
0

Remarque 140—Soit y un contour fermé. On le suppose paramétré par le chemin
a: [a, b] — C. Si y ne contient pas z,, c’est-a-dire s’il n’existe pas de réel ¢ tel que
a(t) = z,, alors l’indice de y par rapport a z, est

1 (v a'(r)
Ind(y, zo) = dt.
nd(y, z) Zin[a a(t) — z,

Puisque la fonction
a'(t)
T a(n) -2
est continue sur Uintervalle compact [a, b], la fonction z, — Ind(y, z,) est continue
sur Q — Im a.

Exercice 141-
Soit R > 0. On définit le chemin y: [-R, R + 7] par

(£) = t si—-R<t=<R
VT Reit-R) siR<t<R+m.

Calculer, en fonction de R, ’indice de y par rapport a i. Comparer avec ’indice
du cercle de centre O et rayon R par rapport a i.

Exercice 142—-
Onnote A=0,B=1,C =1+ ietD = i.0n considere le contour y obtenu en
parcourant le rectangle ABCD une fois dans le sens tel que A et B sont atteints
dans cet ordre. Apres avoir paramétreé ce contour, calculer l’indice de y par rapport
az=x+1y

— danslecasou0<x<letO<y<1;

— dans lecasol (x,y) ¢ {(a,b) eR*>: 0<a<1let0<b=<1l.

Le nombre de tours d’un contour autour d’un point tel que nous ’avons défini n’est
pas une définition géométrique. En particulier, si l’intuition peut fournir une idée de
ce qu’est le nombre de tours, ou un moyen mnémotechnique, elle ne devrait jamais
permettre le calcul rigoureux. Notons que l’indice est toujours un nombre entier,
comme l’indique le lemme suivant.
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Lemme 143- Soit 'y un contour fermé ne contenant pas z,. Alors, [’indice de y par
rapport a z, est un entier relatif.

Démonstration. On suppose que le contour y est paramétré par le chemin a: [a, b] —
C. Si z, n’est pas dans 'image de y, on définit la fonction G par

G(t):jzﬂdf

a(t) — z
pour tout ¢ € [a, b]. On a alors

b
Ind(y, zy) = %n)

La fonction G est continue et dérivable sauf en un nombre fini de points. Pour ¢
différent de ’un de ces points, on a

oo al(1)
G(t)_—a(t)_%.

Introduisons la fonction F en posant
F(1) = [a(t) - zgle ")

pour tout ¢ € [a, b]. Elle est continue et dérivable sauf en un nombre fini de points.
On calcule
F'(t) = [a'(2) - (a(?) — z) G’(t)]e—G(t) -0

pour tout t € [a, b] sauf un nombre fini de points. On en déduit que F est constante
égale a C sur [a, b]. Ainsi,
a(t) = zy + CeC

pour tout ¢ € [a, b]. De a(a) = a(b) on déduit €@ = %) ’est-a 1 = ¢27dr20),
Il en résulte Ind(y, z,) € Z. O

De la méme facon, nous n’avons pas défini rigoureusement la notion de point a l’in-
térieur ou a ’extérieur d’un contour fermé . La encore, la définition n’est en rien
geometrique puisque ’intérieur d’un contour fermé y est ’ensemble des nombres
complexes z n’appartenant pas au contour et dont l’indice Ind(y, z) est non nul :

Int(y) ={z € C-y: Ind(y, z) # 0}.

L’extérieur d’un contour fermé y est ’ensemble des nombres complexes z n’apparte-
nant pas au contour et dont U'indice Ind(y, z) est nul :

Ext(y) = {z € C—y: Ind(y, z) = 0}

L’intérieur d’un contour fermé est un ouvert puisque c’est l’image réciproque de
Uouvert R — {0} par la fonction continue z — Ind(y, z). Si Uintérieur d’un contour
fermé est connexe, les points a l’intérieur de ce contour ont tous méme résidu par
rapport au contour comme le montre le lemme suivant.
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A
—R+iT » R+1iT
-R 0 R =
FIGURE 9

Lemme 144- Soit U un ouvert connexe inclus dans Q). Soit y un contour tel que
Imy NnU = @. Alors, U’application z — Ind(y, z) est constante sur U.

Démonstration. Notons i, "application z — Ind(y, z). Elle est continue sur C privé
du contour y et en particulier sur U. L’image z'Y(U) est donc elle aussi convexe. C’est
un ensemble convexe inclus dans Z, donc un singleton. O

A titre d’exemple, nous allons déterminer U’intérieur et ’extérieur du rectangle de la
figure 9 et calculer Uindice des points de ’intérieur. On note y le contour obtenu en
parcourant une fois ce rectangle orienté de —R vers R.
Soit
F ={zeC:|Rez|<Ret0<Imz<T}
et
&={z€eC:|Rez| >Roulmz<Ooulmz>T.}

On fixe z, € C.

1) Cas ou z; € & - Notons D, la demi-droite (voir la figure 10 page suivante) définie
par

i) {ze C: Rez <Rezy, Imz =Imzy}siRez, < —R;

}
ii) {ze C: Rez = Rez, Imz =Imz,}siRez, = R;
iii) {z€ C: Rez =Rez;, Imz =Imz;}si|Rezy| <Retlmz, = T;
iv) {ze€ C: Rez =Rez;, Imz <Imz}si |[Rezy| <R etlmz, < 0.

On note U, = C — D,. La fonction z — 1/(z — z,) est holomorphe sur ’ouvert
étoilé U,. Elle y admet donc une primitive. Puisque y est inclus dans U, et fermé,
on a

=0.

d
Ind(y, 20) = | ==
Y 2~ %9

Ainsi, a-t-on & < Ext(y).
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—R+iT R+iT —R+iT R+iT —R+iT 20

A S

A
A

20 20

Y
Y

-R 0 R -R 0 R -R 0

R

(@) Rezy = -R (b) Rezy = R (c) |IRezy] <Retlmzy =T

Ficure 10 - Choix de D, lorsque z, € &

2) Casou z, € .# - On note D; la demi-droite d’origine z,, perpendiculaire a [-R, R]
et coupant ce segment (voir la figure 11 page suivante). On fixe z;, # z, sur Dy .
On note Dy la demi-droite d’origine z,, perpendiculaire a [-R, R] et ne coupant
pas ce segment. On fixe z; # z, sur Dy de facon que z, soit le milieu de [z, z; ].
La fonction z — 1/(z — z,) est holomorphe sur l'ouvert étoilé U; = C — D, . Une
primitive est la fonction l°gD(;,zg étudiée § 11. Comme [R,R+iT]|®[R+iT,—R +
iT]® [-R + iT, —R] est un contour dans U, , on a

f e, f d_, f d“_ _ (—R)-logp . (R)
= log,- .+(—R)-log,,- .+ (R).
[R,R+iT] 2 — Zg J[R+iT,~R+iT] 2 — Zy J[-R+iT,~R] Z — %, S $05 .73

La fonction z — 1/(z — z,) est holomorphe sur Uouvert étoilé U;” = C — Dy . Une
primitive est la fonction lOng,z(;- Le contour [—R, R] est inclus dans U, et

dz
= logy+ ,-(R) — logpy+ .- (—R).
[[—R,R] z -z, 8p; 'Zo( ) 8p; ,zO( )
On a donc
2in Ind(% ZO) = j; — = [lOgDa,za’(_R)_lOgD(;’,za(_R)]—[lOgDayza. (R)_long,za (R)]

Grace a la proposition 94, on trouve
2imInd(y, zy) = in — (—inm)

et donc Ind(y, z,) = 1. Ainsi, a-t-on .# < Int(y).

Puisque Int(y) u Ext(y) = C — vy, on trouve, conformément a ’intuition
Int(y) =.¢, Ext(y)=¢&

et, Ind(y, z,) = 1 pour tout complexe a U’intérieur de .

De facon similaire au rectangle, on détermine Uintérieur et l’extérieur d’un secteur.
Si X et Y sont deux points équidistants de O, on note S(O; X,Y) le contour obtenu
par somme
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A
—R+iT » R+1iT
Dy
20
-R D; 0 R

Ficure 11 - Choix de Dy lorsque z, € .¥

A | 4
B
Y 1€ -
O _ Vgl
C
X B
o) A
(a) Le contour
S(0;X,Y)

i) du segment [O, X] parcouru une fois de O vers X ;

ii) de ’arc de cercle de centre O, contenant X et Y et parcouru une foisde Xa Y
dans le sens trigonométrique;

iii) du segment [Y, O] parcouru une fois de Y vers O.

Ce contour est représenté figure 12a. . _
Soit R > 0, ¢ €]0,7m/2[, on pose A = Re'?. Si z; € C - §(0, A, A), on calcule
Uindice de S(O, A, A) par rapport a z;. On note

J=1{peeC:0<p<Ret-p<0<qy)

et
& =1{pe® €C: (p,0) eR* x [-m,m]et(p>Rsi—p=<6=<ep).

L’ensemble & est connexe par arc. Il contient —1. Le contour S(O, A, A) a donc méme
indice par rapport a —1 que par rapport a tout point de &. La fonction z — 1/(z + 1)
est holomorphe sur U'ouvert étoilé C —{z € C: Rez < —1 et Imz = 0}. Elle admet
donc une primitive sur cet ouvert étoilé qui contient S(0, A, A). On en déduit que
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Ind (S(O,Z,A), —1) = 0. Ainsi,
& < Ext (S(O,Z,A)).

L’ensemble .# est aussi connexe par arc. Le contour S(O, A, A) a donc méme indice
par rapport a chacun de des points de .#. Soit x e Rtel que 0 < x < Rcos ¢ et X le
point de coordonnée (x,0). Alors X € .# et la droite verticale passant par X coupe
S(0, A, A) en un point B de [0, A] et en un point B de [0, A]. On note C le milieu de
[X, B] et 2 la demi-droite d’origine C contenant B. On note C le milieu de [X, B] et @
la demi-droite d’origine C contenant B. (voir la figure 12b page précédente). Notons
Y le chemin porté par S(0, A, A) reliant A & O (dans cet ordre, donc en passant par
A). Ainsi, S(0, A, A) = [0, A] @ y. On obtient

Zz—X

dz —
| 2= = 1085,4(0) - logg,(A)
Y

et

dz —
f[ ) = log, 5(A) - log, 5(0).

Al 2 — X
On en déduit

2i7Ind (S(0, 4, A), x) = |logz 5(0) - log,, 5(0)| — |log 5(A) - log,, 5(A)

=im—(—im)
puis Ind (S(O,Z,A),x) = 1. Ainsi,
7 < Int (S(O,Z,A)).

Finalement, & = Ext (S(O,Z,A)) et .4 = Int (S(O,Z,A)). De plus, Uindice de

S(0, A, A) par rapport a tout point de Int (S(O,Z,A)) est 1.

On traite un autre exemple en calculant ’indice du contour en lettre lettre C, voir
figure 12a page ci-contre. Soit r et R deux réels strictement positifs tels que r < R.
Soit ¢ €]0, w/2[, on considere les points suivants

A=re*, B=Re? C=Re ™, D=re?,

On note
e v, le segment [A, B] parcouru de A vers B;
e v, U'arc de cercle de centre O et rayon R délimité par B et C et parcouru dans
le sens trigonométrique;
e y; le segment [C, D] parcouru de C vers D;
e v, 'arc de cercle de centre O et rayon r délimité par D et A et parcouru dans
le sens antitrigonométrique.
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Y

(a) Contour «lettre C».(b) Complémentaire de C dans O.

Ficure 12

Enfiny =y, @y, @73 @ 7,4.
Notons ¥y le complémentaire de la lettre C dans la lettre O (voir la figure 12b) : si
e ¥, est ’arc de cercle de centre O et rayon R délimité par B et C et parcouru
dans le sens antitrigonométrique;
e ¥, est ’arc de cercle de centre O et rayon r délimité par D et A et parcouru
dans le sens trigonométrique ;
alorsy =y, @y, ®y3 ® ¥,. Si z, n’est ni sur y ni sur ¥, alors

f dz f dz f dz f dz
+ = +
72—2y Jrz—2y Jcor z—2y Jcor z- 2%

Ind(y, zy) = Ind (¥, z5) + Ind (C(0, R), zy) — Ind (C(0, 1), ) -

d’ou

De plus,
Ind (¥, zy) = Ind(S(O,D, A), zy) —Ind(S(O, C, B), z,)
et
Ind(y, z,) = Ind (S(O, D, A), z5)—Ind (S(O, C, B), z,)+Ind (C(0, R), z5)—Ind (C(0, 1), z5) -

Puisqu’on a déja calculé les indices des cercles et des secteurs, il reste a synthétiser
les résultats. Soit

S ={pe’:r<p<Rete[-mn[-[-¢ ]}

et

&=1{pe®: p>Roup<roube]l-g, ol
Ces deux ensembles étant connexes par arcs, la courbe y est d’indice constant dans
chacun de ces ensembles. On a

Ind (C(O,R), —g) = Ind (C(O, ", —g) -1
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et
Ind (S(O,D,A), —%) - Ind (S(O,C,B), —%) - 0.

On en déduit Ind(y, —r/2) = 0 puis & c Ext(y). On a

R+r

Ind (C(O,R),— ):1 et Ind (C(o, r),—R;”) =0

puis
R+r

Ind (S(O,D,A), - ) = Ind (S(O,C,B), —R; r) - 0.

On en déduit Ind(y, —(R + r)/2) = 1 puis .# < Ext(y). En conclusion
Ext(y) = {pe!?: p>Roup <roufe]-o, o[}

et
Int(y) = {pe’®: r <p <Retf e [-nm n[-[-¢,¢]}

De plus, le contour y est d’indice 1 par rapport a tout point de son intérieur.

Exercice 145-
Cet exercice fait suite a ’exercice 141 et a pour but la détermination rigoureuse
de Uintérieur du contour y. On note

S ={zeC:|Rez| <R,Imz >0, |z| <R}

et
& =1{z€eC:|Rez| >Roulmz < 0ou|z| > R}.

1) a) Montrer que .# est connexe par arcs.

b) En déduire la valeur de Ind(y, z) pour tout z € .#.

c) En déduire que .# est inclus dans Uintérieur de y.
2) a) Montrer que & est connexe par arcs.

b) Calculer Ind(y, —i).

c) En déduire que & est inclus dans "extérieur de y.

3) Conclure.

L’exercice suivant montre que si un contour fermé y est transformé en un contour
fermé y' par une similitude (directe ou indirecte), et si le complexe z, est transformé
en z; par cette similitude, alors Ind(y, zy) = Ind(y’, z;).



5 Le théoreme des résidus et applications p. 79

Exercice 146—
On considere un contour fermé y paramétré par le chemin a: [a, b] — C.

i) Soit u et v deux nombres complexes. On suppose u + 0. On note y' le contour
fermé paramétré par le chemin ua + v. Soit z, € C — Im a. Montrer que

Ind(y, zo) = Ind(y’, uz, + v).

ii) En déduire le comportement de U'intérieur et ’extérieur d’un contour lorsque
ce contour est transformé par une translation, une rotation ou une homothétie.

iii) On note Y le contour paramétré par

a : [ab] - C

Montrer que
Ind(y, z5) = Ind (¥, z,) .

iv) En déduire le comportement de Uintérieur et ’extérieur d’un contour lorsque
ce contour est transformé par une réflexion.

5.3) Formule des résidus sur un ouvert étoilé

Proposition 147 (Théoréme des résidus pour les ouverts étoilés)- On suppose que Q)
est un ouvert étoilé. Soit P une partie finie de Q. Soit f une fonction méromorphe
sur Q de péles les éléments de P. Soit y un contour fermé et a valeurs dans Q) — P.

Alors,

- [.£= X mdtr.p)resy.

2im peP

Démonstration. Soit p un pole de f et n, > 0 son ordre. Le développement de
Laurent de f autour de p est

f(z) = +Zoo ar(p)(z - p)* = h, ( ) + ;Zoo ap(p)(z - p)* (19)
=0

k:—np

ou h, est le polyndme défini par
np r
(%) = L a(pX*.

La partie principale h,, ((z - p)‘l) est holomorphe sur C—{p} . Le développement (19)
montre que z — f(z) — h, ((z - p)‘l) a une singularité illusoire en p. Les poles de
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cette fonction sont donc P — {p}. On en déduit que la fonction g définie par

§@) = f()- ¥ h, (#)

peP 2=p

pour tout z € Q — P admet un prolongement en fonction holomorphe sur Q que l’on
continue de noter g. Grace au théoreme de Caucy pour les ouverts étoilés, on a

fy g =0. (20)

Mais

fe=Lr-p i) L pE o [25

Pour tout p € P et tout k = 2, ona

fd_zzo
y (z—p)¥

car z — (z — p)~¥ admet une primitive sur Uouvert Q — {p} et y est un contour fermé
de Q — {p}. On a donc

Jg=lr-Lew ] )

Par définition du résidu et de ’indice, et grace a (20), on a donc

|7 =2in T Restrymay. p).

peP
O

Remarque 148—Par définition de ’intérieur du contour fermé y, la formule des
résidus se réécrit .

2im

[£=" % mdy.p)Res(s).
Y peP p

peint(y,p)

Remarque 149- Il faut noter que nous avons démontré la formule des résidus pour
tout ouvert sur lequel le théoreme de Cauchy est valable, c’est-a-dire tout ouvert
élémentaire (voir la remarque 90).

On donne quelques exemples d’application du théoreme des résidus au calcul
intégral ®. Soit P et Q deux fonctions polyndmes a coefficients complexes de deux
variables. On suppose que Q(x,y) # 0 si x et y sont des réels tels que x* + y* = 1.

k. Il est conseillé de retenir la méthode plutot que la conclusion du calcul...
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On suppose aussi qu’il existe un ouvert étoilé Q contenant D(0, 1) tel que que la

fonction .

QZ+Z_ z—2z!
Z>—> y ;
2 21

ne s’annule qu’un nombre fini de fois sur Q). Le but est de calculer

2n P(cos t,sint)
o Q(cost,sint)

En utilisant le formules d’Euler, on a

. p eil pomit it _p=it
2r P(cos t,sint) 2 ] T I
o Q(cost,sing)  Jo el o(etreit eit—eit ie’ dr. (21)

On introduit la fonction .

1 P(%%)

f(2) =

iz z+z ! z=z71\'
Q=5 =%

Grace aux hypothéses sur Q elle est méromorphe sur Q et le cercle unité C(0, 1) ne
contient aucun de ses poles. L’égalité (21) devient

2n P(cos t,sint) 3
o Q(cost,sint) c(0,1)

f(z)dz.

Le théoréme des résidus implique alors

2 P(cost,sint .
(—,)dt =2in ) Resf(z).
o Q(cost,sint) aeD(0,1) 2=4

Exercice 150—

1) Soit a € D(0, 1). Montrer que

fzﬂ do _2n
o |1—ae®2 1-a?

2) Soit a et b deux réels tels que a > b > 0. Montrer que

(a+bcos6)? /(a2 - p2)3

Pour l’exemple suivant on suppose que f est une fonction méromorphe sur un
ouvert étoilé Q contenant # ou

fZH do 21ma
0

S ={z€C: Imz > 0}.
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.
-R 0 R

Ficure 13 - Le contour [-R, R] & cp

On note P, U’ensemble des poles de f dans #. On suppose que P, est fini. On
suppose aussi que f n’a pas de poles réels. Enfin, on suppose que la limite

li !
R—]>TOO «/;R f

existe et est finie V). On note vp Jg f cette limite. Si R > MaX,ep,, |al, on note cg le
contour obtenu en parcourant une fois dans le sens trigonométrique le demi-cercle
de centre O, joignant R a —R en passant dans . On considére alors le contour
[-R, R] & cg. (voir la figure 13).

Le théoreme des résidus implique

aeP]ts

Sous ’hypothése supplémentaire

R—+00

lim Rf” f(Re)e®do =0 (22)
0

on obtient alors

w [ f=2in ¥ Resf(a).

aeP g “7

L’hypothése supplémentaire (22) est impliquée par le résultat suivant.

(. Dans ce cas, cette limite s’appelle la valeur principale de Cauchy de U’intégrale impropre fR f.Si
Uintégrale impropre converge, c’est-a-dire si les deux limites

0 Y
Xllrpoo fx f et YliToo f() f
existent et sont finies, alors la valeur principale de Cauchy existe et est égale a

+00 [ 0 [ Y
[ Tr=tim M+ im [T

Cependant la valeur principale de Cauchy peut exister alors que l’intégrale impropre diverge. Penser
a la fonction x — x3.
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Lemme 151- Soit 1, > 0 et 0, = 0, des réels. Soit f une fonction continue sur le
secteur
{re®eC:r=rn,0,<60<0,.
On suppose que
lim zf(z) =0.
|z|—+o00

Alors,
0 o

lim Rf * f(Re'®)e™ do = 0.
0,

R—+00

Démonstration. La fonction f est continue sur le compact
{Re?: 0, <0 <8,)}.

Elle y admet donc un maximum, atteint en zz. On en tire

R [ fRe®)et do| < RIf(z4)](0, - 0,)

Si R tend vers +o0, alors |zz| = R tend aussi vers +oo. Ainsi, R|f(zg)| = |zrf (2g)|
tend vers 0. O

Remarque 152— Notre calcul montre qu’il n’est pas nécessaire que P, soit fini. Il
suffit que la somme

2. Resf(z)

a(—:P;f -
|a|<R

admette une limite finie lorsque R tend vers +oo.
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Exercice 153—-

1) Soit P et Q deux polynomes de C[X]. On suppose que deg Q = deg P + 2 et que
Q n’a pas de zéro réel. Montrer que

2) Si n € N*, montrer que

+oo  dt o (2n - 2)!
f_oo (t2 +1)n  22n-2 ' ((n-1)NH?

3) Soit k et n deux entiers naturels tels que n > k. Montrer que

+00 t2k T
f_oo 1+2n (2k+Dn’
nsin —————
2n

L’exemple suivant traite de l’intégrale du produit d’une fraction rationnelle par
une exponentielle. On commence par un lemme utile.

Lemme 154- Soit i, > 0 et 0 < 0, < 0, < 7 des réels. Soit f une fonction continue
sur le secteur

{re®eC:r=rn,0, <60<0,.

On suppose que
lim f(z)=0.

|z|—+o00

Alors,

lim f(z)e*dz =0
R—+00 JC(0,R;0,,6,)

ou C(0,R;6,,0,) est le contour en arc de cercle paramétré par

[6,,6,] — C
t — Re'l.

Démonstration. Sur le compact C(0, R), la fonction continue |f| admet un maximum
|f(zz)|- On a alors

f f(z)e* dz
C(0,R;6,,65)
On a

Rfezf(ReiG)e—RsinGHRcosHeiH d6| < RIf (z0)] fez eRsin® 4g.
0, 0,

fez e—RSinB do < fﬂ e—RSinB do = zfn/z e—RSin@ de.
0, 0

0
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Sif € [0,7m/2], alors
2
—0 <sin@
/2

d’ou

0 . 2
/ 2 e—RS"‘(’dg - 2]”/ e_2R0/7t do = E(l _ e—R) < E
0, 0 R R

On en tire

< 7|f(zg)l.

f f(2)e'*dz
C(0,R;0,,0,)

Le membre de droite tend vers 0 lorsque R tend vers +oo car alors |zz| = R tend vers
+00. O

Considérons alors une fonction méromorphe sur un ouvert étoilé Q contenant 7.
On suppose que ’ensemble P, des poles de f dans # est fini et que f n’a pas de
pbles réels. On suppose enfin que lim,|_ ., f(2) = 0. Si R > max,cp_ |al, on note cg
le contour obtenu en parcourant une fois dans le sens trigonométrique le demi-cercle
de centre O, joignant R a —R en passant dans #°. On considere alors le contour
[—R, R] & cg (voir la figure 13 page 82). Le théoréme des résidus implique

f f(x)e™dx + f f(z)e'*dz = 2in Y e'Res f(z).
[-R,R] CR z=a

aEP';f

Grace au lemme 154, U'intégrale sur ci tend vers 0 lorsque R tend vers +oo. On en
déduit que Uintégrale sur [-R, R] admet une limite lorsque R tend vers +oo puis que

vprf(x)eix dx =2im ) e }Z?fésf(z).

(lEPE;g

Exercice 155—
Soit a > 0.

1. Calculer N

+00 e
|7
00 A +1

f+oo cos(t) d 18 —a
0

2. En déduire que
a? + t2 2a
Pour ’exemple suivant , on fixe A € R** et on considére deux polyndmes P et Q

tels que degQ > A + degP. On pose F = P/Q et on suppose que F(0) # 0 et que Q
ne s’annule pas sur R*. Notre but est d’évaluer

oo d
f+ x’lF(x)—x.
0 X
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A
B
'd >
k Vgl
C
Ficure 14

Considérons la fonction f définie par

f(2) = (=2)"'F(2)

pour tout z € C — R*. Elle est méromorphe sur C — R* ou elle n’a qu’un nombre fini
de poles. On note 22(f) ’ensemble des poles de f. Pour R > 1 et ¢ €]0,7/4[, on
considere les points suivants

A= lei‘/’, B=Re"”, C=Re™, D= Lo
R R
On note
e v, le segment [A, B] parcouru de A vers B;
e v, Uarc de cercle de centre O et rayon R délimité par B et C et parcouru dans
le sens trigonométrique;
e v; le segment [C, D] parcouru de C vers D;
e v, Uarc de cercle de centre O et rayon 1/R délimité par D et A et parcouru
dans le sens antitrigonométrique.
Le contour y =y, © v, @ Y3 @ v, obtenu est représenté figure 14. On a déja calculé
Uintérieur et "extérieur de contour ainsi que l’indice en son intérieur. Le théoréme
des résidus sur l’ouvert étoilé C — R* donne donc

fy1f+fy2f+fy3f+ hf:zm Y. Resf(2). 23)

aclnt(y) °~
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L’intégrale de f le long de y, vaut

(R _ l) oi® fl e(ﬂ—l)ln(—#—t(R—%)ei"’)F e'?
R 0

1\ .
+ t(R - —) e"P)dt.
R R

Si ¢ €]0, /4 alors

ol e t)en) -l o )
cofyeofue )

Ainsi, lorsque ¢ tend vers 0 par valeurs positives, on a
i 1\ 1 1
lim (n |- —t(R——)e“” :ln(—+t(R——))—i7r
p—0* R R R R

. R d
lim / f= e‘”’(’l_l)f u’lF(u)—u.
71

@p—0* 1/R u

puis,

De la méme facon,

p—0*

, R du
lim f f= —e”’m‘l)f uMF(u)—
de sorte que

. o R du
m(fﬁﬂfhf) —Zzsm(n/l)fl/Ru F)<s, (24)

Ensuite, comme f n’a qu’un nombre fini de poles, si ¢ est assez petit, [’ensemble des
poles de f dans D(0, R) — [0, R] et ’ensemble des poles de f dans Int(y) coincident.
Autrement, dit

lim > Resf(z)= )  Resf(2). (25)

$=0 geint(y) = aeD(0,R)~[0,R]
De (23), (24) et (25), on déduit que

Jreb

admet une limite lorsque ¢ tend vers 0. Notons L(R) cette limite, on obtient
. R du .
2i sm(ﬂ/l)/ u'F(u)— + L(R) = 2in > Res f(z). (26)
1/R u aeD(0,R)-[0,R] =%

On a

f (—2)*1F(z)dz = —ifzn_“”(—ﬂe”)ﬂF(Re“)dt.
Y2 (]
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En utilisant

[In(z)| = |In|z| + iarg(z)| < |ln|z|| + 7

on trouve donc

2 .
f (—=2)*1F(2) dz sRle“f”w(Re”ndt.
Y2 0

En appliquant le méme développement a y,, on obtient finalement

o0 1

2m ) 1\4 2m
< R’le”f IF(Re™™)|dt + (—) e”f
0 R 0

et donc

27 , 1\4 27
|L(R)| < R’le”/ |F(Re'")|dt + (E) e”f
0 0

Le premier terme du membre de droite tend vers 0 lorsque R tend vers +oo car
deg Q > A + deg P. Le second terme tend aussi vers 0 car Q(0) # 0. On en déduit que

lim L(R) = 0.

R—+o00

La fonction f n’ayant qu’un nombre fini de pdles, si R est assez grand, ’ensemble
des pdles de f dans D(0, R) — [0, R] et "ensemble Z2(f) de tous ses pdles coincident.
On en déduit que

lim > Resf(z)= ) R_eés‘f(z).

R—+00 4,ep(0,R)-[0,R] *~¢ ac@(f) *=

Finalement, (26) devient

too du 7
F — = R .
fo uw'F(u) W " sinGih) ae;(f) Res f(2)
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Exercice 156—

i) Montrer que pour tout A €]0, 1[, on a
A-1 -

fo 1+u u_sin(ﬂ/l)'

ii) En déduire que la fonction

A-1
+00 u
/le du
0 1+u

admet un prolongement en une fonction méromorphe sur C. Donner les poles

de cette fonction.
iii) Soit a €]0, 1[. Calculer
+o0 4%
f dx.
—o 1+ e*

Exercice 157—-
Soit ¢ un nombre réel. Le but de cet exercice est de montrer que

16D e—2i7txé’ 1
[T
~00 cosh(mx) cosh(mé)
Pour cela, on introduit la fonction

e—2inz€
cosh(nz)’

fiz

On note vy, le contour obtenu en parcourant une fois le rectangle obtenu en reliant
les points

R, R+2i, —-R+2i et —-R
dans cet ordre.
i) Que donne le théoreme des résidus appliqué a f sur yz?

ii) Montrer que, lorsque R tend vers +oo, la somme des intégrales sur les cotés
verticaux tend vers 0.

iii) Montrer que la somme des intégrales sur les cotés horizontaux admet une
limite lorsque R tend vers +oo. Exprimer cette limite en fonction de

—2inxé

+00 e d
[_oo cosh(mx) -
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5.4) Théoréme de |I’argument

Soit f une fonction holomorphe au voisinage V de z,. On suppose que z, est un zéro
de f d’ordre v. Il existe alors une fonction g holomorphe et non nulle au voisinage
V' < V de z, telle que f(z) = (z — z,)"g(z) pour tout z € V. On en déduit que

! !
Lioy= v &)
f 2= 2%
pour tout z € V'. La fonction g'/g étant holomorphe sur V', la fonction f'/f admet
un pole simple de résidu v en z,.

Soit f une fonction méromorphe au voisinage V de z,. On suppose que z, est le
seul pole de f dans V et que l'ordre de ce pole est v. Il existe alors une fonction g
holomorphe et non nulle au voisinage V' < V de z, telle que f(z) = (z — z,) "g(z)
pour tout z € V. On en déduit que

! !
L= +&q)
f =2 8§
pour tout z € V'. La fonction g’/g étant holomorphe sur V', la fonction f'/f admet
un pole simple de résidu —v en z,.
Soit y un contour fermé dans un ouvert étoilé Q. Soit f une fonction méromorphe sur
Q. On note Z(f, y) le nombre de zéros de f dans Int(y) comptés avec multiplicité ™.

On note P(f,y) le nombre de poles de f dans Int(y) comptés avec multiplicité ™. Le
théoréme des résidus appliqué a la fonction f’/f conduit au théoreme de [’argument.

Théoreme 158 (Théoreme de l’argument)- Soit y un contour fermé dans un ouvert
étoilé Q. On suppose que l’indice de y par rapport a tout point de son intérieur
est 1. Soit f une fonction méromorphe sur Q. On suppose que f n’a ni zéros ni
pbles sur y. Alors,

1

2in

[£=2¢.n-p0m).
v F

Exercice 159-

On garde les notations du théoréme 158 : on suppose de plus f holomorphe. On
note Z(f) 'ensemble des zéros de f. Si a € Z(f), on note v,(f) son ordre. Soit
g une fonction holomorphe sur Q et ne s’annulant pas sur y, montrer que

1 o
2 ) 787 T wls@.

Le théoréme de ’argument admet aussi ’importante conséquence suivante.

m. Autrement dit,si v,(f) est Uordre du zéro z de f alors Z(f,y) = Laeine(y) Va(f)-
n. Autrement dit,si n,(f) est Uordre du péle z de f alors P(f,y) = Lacin(y) a(f)-
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Théoréme 160 (Théoreme de Rouché)- Soit f et g deux fonctions holomorphes
sur l'ouvert étoilé Q. Soit y un contour fermé dans Q. On suppose que ’indice de
Y par rapport a tout point de son intérieur est 1. Si

[f(2)] > [g(2)]

pour tout z € v, alors f et f + g ont le méme nombre de zéros a l’intérieur de y.

Démonstration. Pour tout ¢ € [0, 1] on définit la fonction h, par

h(2) = f(2) + tg(2)

pour tout z € Q. On note n(t) le nombre de zéros de h, a Uintérieur de y. Si h,
s’annulait en un point a de vy, on aurait

If(a)| = tg(a)l < |g(a)l

ce qui contredit ’hypothése. On peut donc appliquer le théoréme de I’argument pour
obtenir
n(t) = — f :
B 2im Y hl‘.
1

La fonction ¢t — 5~ fYZ—: est continue sur [0,1]. Il en est donc de méme pour la
fonction t — n(t). Cette fonction étant a valeurs entiéres, elle est constante. Le
résultat découle du fait que hy = f et h, = g. O

Exercice 161—-
On considére le polyndme P(X) = X* + 6X + 3.

i) En écrivant P = f + g avec f(z) = z* pour tout z € C, montrer que P a quatre
racines dans le disque D(0, 2).

ii) En écrivant P = f; + g, avec f(z) = 6z pour rour z € C, montrer que P a une
seule racine dans le disque D(0, 1).

iii) Soit a la racine de P dans D(0, 1), montrer que

f 4z° + 6
a= ————zdz.
c(o,1) z* + 6z +3

5.5) Applications conformes

Etant donné une fonction f holomorphe sur l'ouvert étoilé Q. Si f est injective, la
fonction f: Q — f(Q) est bijective. Nous allons montrer que son inverse f™': f(Q) —
C est holomorphe. La premiére étape est de montrer que f(Q) est un ouvert. C’est
le théoreme de ’application ouverte.
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Théoréeme 162 (Théoréme de ’application ouverte)- Soit Q un ouvert connexe de
C. Si f est holomorphe et non constante sur Q alors f(Q) est ouvert.

Démonstration. Soit w, € f(Q) et z, € Q tel que w, = f(z,). La fonction f — w,
n’est pas constamment nulle au voisinage de z,. Dans le cas contraire, puisque Q
est connexe, ’application du principe de prolongement analytique impliquerait que
f — w, serait nulle sur Q. Or f n’est pas constante. Grace au principe des zéros isolés,
il existe p > 0 tel que sur D(z,, p), la fonction f — wj, ne s’annule qu’en z,. Quitte
a prendre p plus petit, on peut méme supposer D(z,,2p) < Q. Posant

€ = min zZ)— w,
zeC(zO,p)lf( ) — wol,

onace > 0. Soit w € D(wj,€). Pour tout z € C(z,, p), on a
1f(2) —wyl z € > |w — wyl.
En appliquant le théoreme de Rouché aux fonctions holomorphes

F : B(zy,2p) — C G : B(zy2p) — C
et
z — f(z) —wy z - Wy—w
on trouve que la fonction z — f(z) — w a autant de zéros dans D(z,, p) que F. Il
existe donc z € D(zy, p) tel que w = f(z). Ainsi, D(w,,€) c f(Q). Chaque point
de f(Q) a un voisinage ouvert contenu dans f(Q). L’ensemble f(Q) est donc un
ouvert. [

Si ’on sait que la fonction f est injective, une tres légére variation de la preuve
permet de ne pas avoir besoin de ’hypothese de connexité de Q.

Proposition 163 (Théoréme de |’application ouverte pour les fonctions injectives)-
Soit Q un ouvert de C. Si f est holomorphe et injective sur Q alors f(Q) est
ouvert.

Démonstration. Soit w, € f(Q) et z, € Q tel que w, = f(z,). La fonction f — w;, ne
s’annule qu’en z, puisque f est injective. Soit p > 0 tel que D(z,,2p) c Q. Posant

€ = min zZ)— W,
z€C(zO,p)|f( ) — wpl,

onae > 0. Soit w € D(w, €). Pour tout z € C(z,, p), on a
1f(2) —wpl = € > |w — wyl.
En appliquant le théoreme de Rouché aux fonctions holomorphes

F : B(zy,2p) — C ot G : B(zy2p) — C
z — f(z) —w, z — Wy —w
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on trouve que la fonction z — f(z) — w a autant de zéros dans D(z,, p) que F. Il
existe donc z € D(zy, p) tel que w = f(z). Ainsi, D(w,,€) < f(Q). Chaque point
de f(Q) a un voisinage ouvert contenu dans f(Q). L’ensemble f(Q) est donc un
ouvert. O

Remarque 164—Soit f: Q — C une fonction holomorphe injective. Elle admet donc
une fonction réciproque g: f(Q) — C. Si @ < Q est un ouvert, alors g1 (0) = f(0)
est un ouvert d’apres le théoreme de |’application ouverte pour les fonctions injectives.
L’image réciproque par g de tout ouvert étant un ouvert, on en déduit que la fonction
réciproque g de f est continue sur f(Q).

Le lemme technique suivant est utile a la démonstration de ’holomorphie de
’inverse d’une fonction holomorphe.

Lemme 165- Soit Q un ouvert de C. Si f est holomorphe et injective alors f' ne
s’annule pas sur Q.

Démonstration. Par I’absurde, supposons U’existence de z, € Q tel que f'(z,) = 0.
On note k U’ordre d’annulation de g = f — f(z,) en z,. Comme g’'(z,) = f'(z,) = 0,
on a k = 2. Puisque f est injective, la fonction g n’est pas constamment nulle au
voisinage de z,. Si f' était constamment nulle sur un voisinage de z,, alors [ serait
constante sur une boule ouverte centrée en z,. Cela contredirait l’injectivité de f.
Grace au principe des zéros isolés, il existe donc § > 0 tel que f — f(z,) et f’ ne

s’annulent pas sur D(z,, ) — {z,}. Posons

€= _min_If(z) - f(z)l

z€C(zg,0

Onae > 0. Soit w # 0 tel que |w| < €, alors

[(f(2) = f(20)) = (f(2) = f(20) — w)| <€ = |f(2) = f(z)

pour tout z € C(zy, ). Grace au théoreme de Rouché, les fonctions f — f(z,) et
f — f(z,) — w ont le méme nombre de zéros, k, dans D(z,, ). Si ¢ est un zéro de
f — f(zy) — w d’ordre au moins 2, alors f'(¢) = 0 et & # z, car w # 0. Cela contredit
le choix de §. La fonction f — f(z,) — w admet donc au moins deux zéros distincts.
Cela contredit U'injectivité de f. O

Théoréme 166- Soit f: Q — C une fonction holomorphe et injective. Alors son
application réciproque f~': f(Q) — C est holomorphe. De plus, la dérivée de
vérifie

1

_1/_
f _frof—l‘
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Démonstration. Notons g = f~! la fonction réciproque de f. D’aprés la remarque 164,
elle est continue sur f(Q). Soit z, € f(Q). Pour tout z € f(Q), si z # z,, alors

g(z) # g(zy) et
8(2) —g(2) _ (f(g(2)) — f(g(20)) -
z =z g(z) - g(zp) '

Comme g est continue en z;, alors g(z) tend vers g(z,) si z tend vers z,. Comme f
est dérivable en g(z,) on en déduit que

e - f(g(z))
A (e~ g(0)

= f'(g(2)).
Enfin, f' ne s’annule pas donc

i (L8 - f (L))" _ 1
=20 g(2) — g(z) f'(g(2))

On a prouvé le théoreme. O

Une fonction holomorphe bijective est dite biholomorphe ou conforme.

Exercice 167—-
On note # le demi-plan de Poincaré

A ={z€eC: Im(z) > 0}

Soit F la fonction définie par .
i-z

F(z) = i+z

pour tout z € A.
i) Montrer que F(#) = D(0,1).
ii) Montrer que F est bijective sur D(0, 1) et calculer sa fonction réciproque.

Exercice 168—
Soit
¢ : {z€C: Rez>0} — C
z — 2z
1. Quelle est 'image de ¢?
2. Montrer que ¢ définit une bijection de {z € C: Re z > 0} dans son image.

3. On appelle détermination principale de la racine carrée la réciproque de ¢.

Montrer que cette réciproque est z — z'/2.
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Exercice 169—
Soit
¢ : {zeC:|Rez|<3} — C
z — sin z.

1. Montrer que l’image de ¢ est
A=C—-(]-o00,—-1]U[1, +o0[).

2. Montrer que ¢ définit une bijection de {z € C: |Re z| < g} dans son image.
3. On appelle arcsinus et on note arcsin la réciproque de ¢. Montrer que

arcsin(z) = —iln (iz +(1- zz)l/z).

pour tout z € A.

4. Donner une primitive de
1

zZ— ———
(1 + 22)172

sur A.

Exercice 170—-
Soit
¢ @ {zeC:|Rez|<3} — C
z — tanz.

1. Montrer que ’image de ¢ est
A=C-i(]—o00,—-1]U][1,+o0]).
2. Montrer que ¢ définit une bijection de {z € C: |Re z| < 7} dans son image.
3. On appelle arctan et on note arctan la réciproque de ¢. Montrer que
arctan(z) = %(ln(l —iz)—In(1 + i2)).

pour tout z € A.
4. Donner une primitive de

—

1+ 22
sur A.
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